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Introduction : présentation du cours

Ce cours est une introduction aux méthodes et modeles de base de I’économétrie. Cette derniére
s’entendra ici comme une branche de la statistique mathématique (ou inférentielle) dans laquelle

1. les modeles statistiques utilisés sont constitués a partir d’'une adaptation d’un modele écono-

mique théorique ou peuvent avoir une interprétation qui releve du raisonnement économique

2. les données utilisées pour l'inférence statistique proviennent de 1’observation du fonctionne-
ment de ’économie

On peut résumer la définition proposée de I’économétrie en assimilant cette derniére a la statistique
appliquée a des situations pouvant étre décrites par la science économique.

Sur le plan de la statistique, cette définition amene plusieurs remarques.

1. Du fait de cette connexion avec la science économique, les variables pour lesquelles les mo-
deles statistiques ! de ’économétrie (qu’on appellera simplement modeles économétriques par
la suite) sont construits sont également des variables que 1'on retrouve dans les modeles écono-
miques. Ces derniers décrivent typiquement les relations qui existent entre plusieurs variables
économiques. Par conséquent, les modeéles économétriques sont destinés a représenter des re-
lations qui sont supposées exister entre les variables tout en permettant de les interpréter. Ces
modeles mettront ainsi en évidence des parametres qui expriment des relations entre variables
et en caractérisent la forme.

2. L’inférence statistique qui sera menée dans le contexte du modele économétrique portera
essentiellement sur ces parametres; ceux-ci seront donc les parametres d’intérét (voir les
points 6 et 7 & la page 236) du modeéle économétrique.

3. De par la nature méme des modeles économétriques (voir le point 1 ci-dessus), les méthodes
d’inférence qui seront mises en ceuvre pour étudier ces parameétres seront quasi-exclusivement
multivariées.

Ce cours peut étre considéré comme un cours de statistique, et dans lequel on présentera des
modeles et des méthodes d’inférence de base couramment utilisés en économétrie. Bien que le
contenu de ce cours soit orienté par la pratique statistique dans le domaine des modeéles économiques,
les méthodes statistiques qui seront présentées peuvent bien entendu s’appliquer a des contextes
autres (les premiéres applications du modele de base qui sera présenté dans le cours sont d’ailleurs
apparues dans des domaines bien distincts de I’économie).

1. On rappelle qu’un modele statistique — et donc un modele économétrique — est un ensemble d’hypotheses
probabilitstes sous lesquelles il sera notamment possible de dériver les propriétés des diverses méthodes statistiques
utilisées dans le cadre de ce modele. Voir page 242.



Bien que cette question aille au-dela du contenu du cours, on peut se demander ce qu’apporte
I’économétrie par rapport a une analyse économique théorique.

Les modeles théoriques proposent une description du fonctionnement de ’économie (ou de
certains de ses marchés) au moyen d’un ensemble de relations entre variables économiques. Une
fois cette description proposée, plusieurs types questions peuvent se poser. Par exemple :

1. Les relations établies par le modeéle théorique existent-elles vraiment ?

2. En supposant que ce soit le cas, quelles sont les propriétés de ces relations 7 Si deux variables
X et Y sont mises en relation, peut-on supposer que cette derniere est linéaire ? non linéaire ?
Les variables X et Y varient-elles ensemble dans le méme sens ou en sens opposé ?

3. En supposant que le modele théorique propose une relation entre deux variables X et Y
exprimée au moyen d’une fonction appartenant a une classe donnée (p. ex. fonctions linéaires,
log-linéaires, polynomes, etc), la classe proposée est-elle la bonne ?

4. En supposant que ce soit le cas, autrement dit s’il existe un élément dans la classe de fonctions
qui permet d’exprimer la relation existant réellement entre X et Y, quel est cet élément 7 Si
par exemple la relation est linéaire (la courbe représentant la fonction reliant une variable a
lautre est une droite) quelle est la valeur de chacun des coefficients exprimant cette relation ?

Les questions ci-dessus sont de deux natures :

— Certaines (la premiére et la troisitme) posent celle de la validité du modéle économique
théorique, c’est a dire sa capacité a rendre compte correctement du fonctionnement réel de
I’économie.

— Les autres questions traitent de la possibilité d’utiliser un modele théorique pour émettre
sur la nature des relations entre variables économiques des énoncés de type qualitatif (par
exemple : 'augmentation d’un taux d’intérét entraine la baisse du taux d’inflation) ou quan-
titatif (par exemple : une augmentation d’l point du taux de croissance du PIB, permet,
sans changer le niveau de la dette de 'Etat, de diminuer de 10% le niveau des impéts directs
percus par PEtat au cours des 2 prochaines années).

Les réponses a ces questions sont déterminantes. On comprend aisément qu’il est intéressant
de savoir si un modele économique théorique parvient a rendre compte correctement de la réalité
d’une relation économique. Si ce n’est pas le cas, on peut le considérer comme faux, et son utilisa-
tion ne contribue pas a une meilleure compréhension des mécanismes économiques. En supposant
qu’'un modele soit considéré comme adéquat, la possibilité de 1'utiliser pour parvenir a des énon-
cés quantitatifs non-triviaux est d’un intérét majeur pour les économistes (possibilité d’effectuer
des prévisions, conduite de politiques économiques, etc). Or, parmi les modeles théoriques écono-
miques formulés, peu (aucun ?) offrent une telle possibilité. Par ailleurs, ces modeles eux-mémes ne
proposent aucune méthode permettant de savoir s’ils sont justes ou faux.

L’utilisation des diverses méthodes d’inférence de 1’économétrie complete la formulation d’un
modele théorique et vise a apporter des réponses a des questions du type de celles mentionnées
ci-dessus, en fournissant des estimations des parametres des diverses relations apparaissant dans
les modeles économiques, en permettant de tester I'adéquation d’une formulation proposée par
un modele théorique avec la réalité. De plus, parce que ces estimations et tests sont effectués en
utilisant les méthodes de l'inférence statistique, ils sont accompagnés d’une évaluation des risques



qui leur sont associés. >
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A propos de la lecture de ce document

1. Ce document est un support pour le cours offert dans le cursus MASE de Lille 3, et est
donc congu et rédigé pour un public assistant aux cours (méme si cela n’empéche quiconque
voulant 'utiliser dans un autre cadre de le faire). Ce support est donc destiné & fournir
un accompagnement (compléments, présentations alternatives de résultats, exemples, etc) au
cours en présentiel, et a ce titre, toute personne y assistant et ayant 'intention de faire du
mieux qu’elle peut (notes, compréhension, appropriation des résultats, etc) ne peut éviter sa
lecture intégrale. Le role de ce support sera d’autant plus efficace que la lecture d’une section
interviendra une premiere fois avant qu’elle soit abordée en présentiel, puis une seconde fois
ensuite.

En résumé :

— lire

— par morceaux/sections
— dans l'ordre

— avant le cours. ..

— ... et apres le cours

2. Ce document comporte un certain nombre de graphiques animés (constitués de plusieurs
images) identifiables par la barre de controle située sous le graphique, semblable a ceci :

K< > ] [=]ote] +]
Les carrés de cette barre sont des boutons permettant de contréler I’animation en cliquant
dessus. Les symboles représentés sur ces boutons sont ceux couramment utilisés dans tous les
dispositifs multimedia. Dans ’ordre de la barre, on retrouve les controles suivants : retour
a la premiere image, retour a l'image précédente, lecture inversée, lecture normale, aller a
I'image suivante, aller & la derniere image, diminuer la vitesse de lecture, revenir a la vitesse

2. De maniere informelle, le risque d’un outil statistique dont le but est d’obtenir de I'information sur les carac-
téristiques du processus ayant généré les observations désigne le risque d’obtenir une information incorrecte ou trop
éloignée des véritables caractéristiques de ce processus.

3. Malgré les bonnes intentions des auteurs de cette page, elle est trés confuse et ne constitue ni une bonne
introduction grand public au sujet, ni un article pédagogique pouvant appuyer un enseignement.



de lecture normale, augmenter la vitesse de lecture.

Pour visualiser les animations, il est indispensable d’utiliser le lecteur de fichiers PDF Adobe
Reader, téléchargeable gratuitement & partir du site d’Adobe. * Pour des raisons de sécurité
notamment, il est vivement conseillé d’'utiliser la version la plus récente de cet outil. Les
autres lecteurs de fichiers PDF ne vous permettront pas d’animer les graphiques. Si vous
n’avez pas la possibilité de vous procurer ou d’installer Adobe Reader, un lien (http) vers un
site affichant une animation pourra vous étre proposé.

4. http://get.adobe.com/fr/reader
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Chapitre 1

Le modele de régression linéaire
simple : présentation

Dans ce chapitre, on étudie un des modeles les plus simples destinés a modéliser et étudier la
dépendance entre deux phénomenes dont la mesure s’effectue au moyen de variables notées X et Y.

1.1 Le contexte et les objectifs

On suppose que deux variables d’intérét X et Y sont éventuellement liées I'une a lautre (c’est-
a-dire non indépendantes I'une de l'autre). De plus on suppose que la relation éventuelle entre
ces variables est orientée : la variable X « explique » la variable Y. Dans le contexte d’un modele
économique, cette hypothese est courante. En effet, la plupart des modeles économiques distinguent
les variables endogeénes des variables exogenes : le modele décrit comment le niveau des premieres
est déterminé en fonction du niveau des secondes. Notons donc, ainsi que I’exprime leur qualificatif,
que le modele économique ne dit rien sur la facon dont se détermine les niveaux des variables
exogenes. On verra comment prendre en compte cette distinction faite au sein des variables dans
le contexte d’un modeéle économétrique.

Une facon simple de représenter la dépendance de Y envers X consiste & poser une relation
linéaire entre les variables : Y = aX + b. Dans une représentation de ce type, la caractérisation de
la dépendance de la variable Y envers la variable X, c’est a dire la fagon dont les variations de X
provoquent des variations de Y, est entierement capturée par la valeur du coefficient a. Il s’agit de
proposer un modeéle statistique qui permette le méme type de modélisation de cette dépendance et
qui permette de I’étudier au moyen de techniques d’inférence statistique appropriées. Le modele le
plus simple est le modele de régression linéaire. Dans un tel modele, la relation entre les variables X
et Y est représentée et caractérisée de maniere simple, au moyen d’un petit nombre d’éléments qui
constituent les paramétres du modele (semblables & a et b dans I'égalité précédente). Les méthodes
d’inférence développées dans le contexte de ce modele ont pour but d’approximer ces parametres a
partir d’observations des variables X et Y.

11



12 CHAPITRE 1. LE MRLS : PRESENTATION

1.2 Heuristique de la construction du modele

Soient X et Y deux variables décrivant chacune un phénomene dans une population. On sé-

I n individus de cette population, et pour chacun on

lectionne, par un procédé supposé aléatoire
introduit le couple de variables mesurant les deux phénomeénes étudiés : pour le ¢ individu, on
notera ce couple (X;,Y;). En utilisant la convention de notation qui distingue les variables de leurs

réalisations, on notera (x;,y;) le couple des valeurs observées de X; et de Y;.

On souhaite reprendre l'orientation donnée a la relation entre les variables (voir la section pré-
cédente). Pour chaque individu i, la variable X; est supposée déterminer le niveau de la variable
Y;. On appelle alors X1, ..., X, variables explicatives et Y1, ...,Y, variables expliquées ou variables
dépendantes. Cette distinction sur la nature des variables est en général introduite dans la construc-
tion du modele statistique. Dans dans la version la plus simple du modele de régression linéaire, on
suppose que les variables X1,..., X, sont non-aléatoires. Du point de vue statistique, cela revient
a dire qu’au sein du modele économétrique, les variables X7,..., X, sont fixes dans le sens ou
les valeurs prises par ces variables ne sont pas distribuées selon une « véritable » loi de probabi-
lité. 2 Elles ne peuvent par conséquent qu’étre simplement égales & leurs observations 1, ..., Tp.
Avec une telle hypothese, les variables X1, ..., X,, sont déterminées par leurs observations et aucun
autre comportement possible pour ces variables n’est admis. En dehors de ce qui est directement
issu de l’observation, le modele ne permet de déterminer aucune propriété particuliere pour les
variables X1,..., X,. On retrouve en cela la notion de variable exogene qui existe dans un modele
économique désignant une variable dont la valeur, ou les propriétés, sont déterminées en dehors du
modele. ? Dans la suite, on traduira cette hypotheése en utilisant indifféremment dans la notation
les observations x1,...,z, de ces variables ou bien les variables X1, ..., X, elles-mémes.

Avec cette hypothese, si on veut un modele statistique qui reprenne 1’idée de base de la dépen-
dance linéaire de Y envers X, le modele pourrait par exemple stipuler qu’il existe des nombres 3
et (1 tels que la relation

Yi = Bo + fri (1.1)

est vraie pour tout individu 7. Les nombres Gy et 51 sont donc les parametres du modele qui per-
mettent de caractériser la dépendance qui existe pour chaque individu ¢ entre x; et Y;. L’hypothese
exprimée par la formulation (1.1) conduit immédiatement a un certain nombre de commentaires.

Puisque le terme de droite de 'égalité Y; = By + B1x; est fixe, il est clair que celui de gauche
doit I’étre aussi. En suivant le méme raisonnement que celui que nous avons tenu pour les variables

1. Contrairement a ce qui a été présenté dans les rappels du chapitre 10, on n’a pas besoin ici de supposer que la
sélection se fait par échantillonnage aléatoire simple.

2. On peut toujours considérer un nombre réel z comme une variable aléatoire Z en lui attribuant comme loi de
probabilité P(Z = z) = 1. Dans ce cas, la loi de Z n’est pas une « véritable » loi de probabilité. On dit plutét que Z
a une loi de probabilité dégénérée. Une variable aléatoire a une loi de probabilité dégénérée s’il existe un nombre réel
r tel que la probabilité pour que la variable soit égale a r vaut 1. Du point de vue de leurs propriétés statistiques, de
telles « variables » peuvent étre considérées comme constantes. En ce sens, ce ne sont pas de « véritables » variables
aléatoires.

3. Il est possible, en faisant appel a la notion probabiliste de conditionnement, d’écrire un modele statistique dans
lequel les variables X1, ..., X, sont des variables aléatoires, mais dans lequel 'utilisation des méthodes d’inférence
conduira a des résultats ayant la méme interprétation et le méme usage que ceux que nous dériverons dans le contexte
plus simple utilisé ici.
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X1,...,X,, les variables Y7,...,Y,, doivent dans ce cas avoir une distribution dégénérée et ne
peuvent donc étre égales a autre chose que leurs observations. L.e modele devrait alors stipuler qu’il
existe des nombres 5y et 5y tels que y; = Bo + B1x;, Vi = 1,...,n. L’objectif consistant & trouver
des approximations des parametres Sy et 81 peut étre atteint d’'une maniere tres simple, puisqu’il
suffit en effet d’utiliser (par exemple) les 2 premiéres observations (z1,y1) et (z2,y2) pour déduire
la valeur de By et de (1.

Cependant, dans quasiment toutes les situations rencontrées en pratique, on constaterait que
les approximations, qu’on peut par exemple noter 35 et 5], ainsi obtenues pour les deux parametres
ne permettent pas d’avoir I’égalité y; = 5 + B7x; pour tout 2 = 1,...,n. De maniere plus générale,
il n’existe quasiment jamais de nombres Sy et 81 tels que y; = By + iz, Vi=1,...,n.

Un exemple simple permet d’en illustrer la raison. Considérons le cas d’une étude statistique
dans laquelle les n individus sont des employés d’une chaine de supermarchés occupant des postes
similaires. Pour un individu 4, X; désigne l'ancienneté dans ’emploi (exprimée en mois) et Y; le
salaire mensuel de cet individu. Si on adopte I’hypothese que pour tout individu ¢ on a y; = Bo+ P12,
alors tous les individus ayant le méme nombre de mois d’ancienneté doivent nécessairement avoir
le exactement le méme salaire mensuel. Or dans la réalité, cela n’est jamais le cas. Si & ancienneté
égale, des individus peuvent avoir des salaires qui different, cela revient a dire que d’autres facteurs
que I'ancienneté peuvent avoir un effet dans la détermination du niveau du salaire. Dans ce sens, les
n relations exprimées par (1.1) sont incomplétes (et ne peuvent représenter le phénomeéne observé
entre 'ancienneté et le salaire pour tous les individus).

D’une maniére générale, méme si on souhaite modéliser une relation de forme linéaire entre
une variable explicative et une variable expliquée en retenant une formulation semblable & (1.1),
il faut incorporer dans la modélisation retenue le fait que le niveau de la variable expliquée n’est
pas exclusivement déterminé par celui de la variable explicative. Une facon simple de compléter
chacune de ces relations consiste a introduire des termes notés 1, ...,&, de maniere que

Yi = Bo + Biwi + i, Vi=1,....,n (1.2)

L’introduction de ces termes donne lieu a l'interprétation suivante. Pour tout individu ¢, le niveau
de la variable expliquée Y; se décompose additivement en deux termes :

1. Le terme By + B1x; qui traduit I'idée de départ d’une relation linéaire dans laquelle la variable
exogene explique la variable endogene ; dans la décomposition de Y;, ce terme est donc la part
du niveau de Y; qui est déterminée par la valeur z; de la variable explicative X;.

2. Le terme ¢; qui traduit le fait que la valeur de X; ne détermine pas a elle seule le niveau de
la variable dépendante Y;; dans la décomposition de Y;, ce terme est donc la part du niveau
de Y; qui est déterminée par d’autres facteurs que la variable explicative X;.

Avec la formulation (1.2) et les interprétations données ci-dessus, on a traduit I'idée d’une re-
lation linéaire dans laquelle une variable en détermine une autre, tout en laissant la possibilité a
des facteurs autres que la variable explicative d’avoir un effet sur le niveau de la variable expli-
quée. Il reste cependant a trouver un moyen de formuler I’idée que la variable explicative joue un
role prépondérant dans la détermination de la variable expliquée, et que les autres facteurs dont
on reconnait I'existence n’ont qu’un impact négligeable sur cette derniére, et dont 'intérét reste
accessoire.
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Le fait que 'on ne s’intéresse pas a I'impact qu’ont ces facteurs dans la détermination du
niveau de la variable expliquée est traduit par le fait que la fagon dont cet impact s’exerce n’est
pas modélisé, contrairement & ce qui est fait pour décrire le réle de la variable explicative. Plus
précisément, dans une relation telle que (1.2), on ne cherche ni & identifier ce que sont ces autres
facteurs, ni & mesurer chacun d’entre eux au moyen de variables. De plus, la maniére dont Y;
dépendrait de ces autres facteurs n’est pas explicitement modélisée. Cela est & contraster avec le
statut de la variable explicative, dont (1) on donne la définition et la signification en tant que
variable, et (2) dont on stipule la facon dont elle peut affecter le niveau de la variable expliquée
(leffet de X; sur Y; est traduit par le terme Sy + 51.X;).

Le fait que 'impact de ces facteurs sur la variable dépendante puisse étre négligé est traduit
par une nouvelle hypothese. On supposera par la suite que pour tout individu ¢, en observant que
X,; = x; on peut s’attendre a ce que la valeur de la variable expliquée Y; soit 5y + Bix;. Cette
hypothese signifie que les facteurs autres que la variable explicative ne contribuent en rien & la
valeur a laquelle on s’attend pour la variable expliquée.

Si on reprend l'exemple de la relation entre I'ancienneté dans ’emploi et le salaire, ce type
d’hypothese revient a supposer que si deux individus ont une ancienneté identique, notée z, alors
on peut s’attendre a ce leurs salaires soient égaux, bien que ceux qui seront observés ne le soient
pas nécessairement. La valeur commune attendue pour ces deux salaires est 5y + S1x.

Il reste donc a formuler mathématiquement au sein d’'un modele statistique formellement défini,
et qui servira de cadre a l'inférence menée sur les parametres By et 81, ’ensemble des hypotheses
et interprétations formulées ci-dessus.

1.3 Définition et interprétations du modele de régression linéaire
simple

1.3.1 Définition

Définition 1.1 Soient (X1,Y7),..., (X, Ys) n couples de variables aléatoires dont les observations
sont notées (r1,Y1),- -, (Tn,Yn). Le modéle de régression linéaire simple de' Y sur X est un modéle

statistique dans lequel les conditions suivantes sont satisfaites
Cl. Les variables X1,..., X, ont une loi dégénérée : P(X1 =x1,..., X, =x,) =1

C2. Pour touti=1,...,n on peut écrire l'espérance de Y; comme une fonction affine de x; :

H/BOGRa HﬂleRa E(Yz):/BO‘f‘,leu vz:177”

C3. Pour toute paire (i,7) d’éléments de {1,...,n}, il existe un réel strictement positif o tel
que
0 si1 ]
cov(Y;,Y;) = 7
o sii=j

Remarque 1.1 Le modele de régression linéaire simple consiste en ’ensemble des lois de probabi-
lité possibles pour ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) telles que les conditions exprimées par les conditions C1,
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C2 et C3 sont vérifiées. Pour développer des méthodes d’inférence dans le contexte de ce modele,
on supposera que celui-ci est bien spécifié, c’est-a-dire que la loi de probabilité dont est issu le
2n-uplet ((X1,Y1),...,(Xp,Y,)) de variables aléatoires est bien I'une de lois du modéle. Cette loi
de probabilité est désignée par le terme vraie loi, dans le sens ou parmi toutes les lois constituant le
modele, c’est celle qui décrit la distribution de probabilité des variables aléatoires dont on observera
les réalisations.

Par ailleurs, pour n’importe quelle loi de probabilité du modele, la condition C2 implique que
connaissant x;, on peut écrire I’espérance de Y; comme une fonction affine de ;. Sous 'hypothese
que le modele est bien spécifié, ceci est aussi vrai en particulier pour la vraie loi. Dans ce cas, les
nombres qui permettent d’écrire E(Y;) comme une fonction affine de x; sont notés S, et 5;. On
appelle ces nombres vraies valeurs des parametres fy et B1. Ces vraies valeurs sont inconnues et le
modele défini ci-dessus constitue le cadre dans lequel seront développées des méthodes d’inférence
statistique permettant d’estimer ces vraies valeurs. R]

La définition ci-dessus admet une définition équivalente, qui formalise la relation (1.2) ainsi que
les remarques qu’elle a suscitées.

Propriété 1.1 Soient (X1,Y1),...,(Xn,Yn) n couples de variables aléatoires dont les observations

sont (x1,Y1), s (Tn,Yn). On définit les n variables aléatoires €1,...,e, par e; = Y; — E(Y;), i =
1,...,n. Les conditions C1 a C3 sont satisfaites si et seulement si les conditions suivantes le sont
ausst

C'1. La condition C1 est satisfaite
C'2. d6p € R, 361 € R, Y; = By + iz + €4, 1=1,....,n
C’3. 3o €10, +o0],

0sii#j
cov(ej,e5) = 7 Vi,j=1,...,n
0% sii=j
La preuve de cette proposition est obtenue a partir de la définition des variables €1,...,¢, et de
Pégalité suivante, obtenue en supposant C1 ou C’1 vraie :
cov (g, g5) = cov(Y;, Yj) (1.3)

Il est donc possible de définir indifféremment le modele de régression linéaire simple par les
conditions C1 a C3 ou par les conditions C'1 & C'3. Ces derni¢res sont plus fréquemment utilisées.

1.3.2 Interprétations

La condition C1 formalise le fait que les variables X1, ..., X, sont les variables explicatives dans
la relation entre X et Y, et sont considérées comme fixes (voir les commentaires faits a ce propos
dans la section précédente)

Dans la condition C2 I'espérance de Y; peut s’interpréter comme la valeur attendue de Y;. Par
conséquent, ’égalité exprimée dans C2 indique que pour chaque individu 4, en observant le niveau
x; de sa variable explicative, on peut déduire la valeur attendue de sa variable dépendante, donnée
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par B + Bix;. Cette valeur attendue de Y; est donc une fonction linéaire de la variable explicative.
Il est important de noter que les deux nombres qui définissent cette relation sont les mémes pour
tous les individus.

C3 est une condition qui n’est pas fondamentale dans la modélisation : elle ne capture aucun
des éléments qui ont motivé la construction du modele, décrits dans la section précédente. Cette
condition permet, tout en préservant les caractéristiques essentielles de ce modele, d’en proposer
une version tres simple sur le plan statistique. De ce point de vue, la condition cov(Y;,Y;) = 0 si
i # j indique que les variables expliquées relatives a deux individus distincts sont des variables
aléatoires non-corrélées. L’absence de corrélation entre deux variables équivaut & ’absence de toute

dépendance de forme linéaire entre ces variables.

Par ailleurs, la condition cov(Y;,Y;) = 02 Vi = 1,...,n, qui équivaut évidemment & V(Y;) = o2

Vi =1,...,n, impose aux variances des n variables aléatoires Y7,...,Y, d’étre identiques.® Cette
propriété est appelée homoscédasticité.

Les termes €1, ...,e, ont la méme interprétation que celle qui en a été donnée dans la section
précédente (voir le point 2 a la page 13). En utilisant la définition de ces termes et la condition C1, on
voit que E(g;) = 0,Vi =1,...,n, ce qui traduit les remarques qui ont été faites précédemment. Dans
la condition C’2 on reconnait que des facteurs distincts de la variable explicative X; peuvent affecter
le niveau de la variable dépendante Y;. Ces facteurs sont mesurés par la variable ;. Cependant, on
s’attend a ce que, compte tenu du niveau de la variable explicative, ces facteurs ne jouent aucun
role dans la détermination de Y; : la valeur attendue de ¢; est nulle, ¢’est-a-dire E(g;) = 0.

On appelle la variable aléatoire ¢; terme d’erreur associé a (x;, Y;); on notera e; la réalisation de
cette variable. Cette terminologie traduit le fait que dans le modeéle de régression linéaire simple, si
connaissant x; on essaie de prévoir la valeur de Y;, la prévision serait E(Y;), c’est-a-dire g + B1a;.°
Par conséquent, lerreur de prévision qui est faite est ¥; — E(Y;), c’est-a-dire ;. Ce terme apparait
donc ici comme un terme d’erreur. On note alors que la propriété E(g;) = 0 équivaut a ce qu’on

s’attende & ne pas faire d’erreur de prévision.

Il est a noter que contrairement aux variables explicatives et expliquées, on ne dispose pas des
observations de €1,...,&,. Comme on I'a déja mentionné dans la section précédente, les termes
d’erreur sont destinés a capturer I'effet de tous les facteurs qui en dehors de la variable explicative,
peuvent avoir un impact sur le niveau de la variable dépendante. Cependant, la modélisation retenue
n’identifie pas explicitement ces facteurs et on n’introduit pas de variables bien définies, et bien
identifiées dans la pratique, permettant de les mesurer. La variable ; n’est pas définie par autre
chose que g; = Y; — E(Y;). Compte tenu de cela et de la condition C2 qui impose E(Y;) = 5o + 5124,
on voit que pour connaitre la valeur e; prise par ¢;, il n’y a d’autre moyen que d’utiliser la formule
e; = y;i — By — B1x;. Or le membre de droite ne peut étre connu puisque les vraies valeurs 3, et 3,
des parametres sont inconnues.

Supposons momentanément que nous observons les réalisations de €1, ... ,&,. Puisque par défi-
nition, on a e; = y; — By — B1x; pour tout individu i et qu’on observe évidemment z; et y; pour tout
i, on pourrait par simple résolution d’un systéme linéaire de n équations (une pour chaque individu)

4. De plus, cette méme condition impose a ces variances d’exister. Méme si ce probleme ne sera pas abordé par la
suite, ’hypotheése d’existence des variances a une importance dans le traitement statistique du modeéle défini ci-dessus.
5. On assimile ici la prévision a la valeur attendue. Il est possible de justifier cela sur le plan théorique.
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a 2 inconnues (3, et §;) déduire la valeur des parametres du modele. Dans ce cas, la construction
du modele de régression linéaire et les méthodes statistiques qui lui sont associées n’ont plus de
raison d’étre. Ce qui suit n’a donc d’intérét qu’en supposant que ey, ..., e, sont inconnues.

On rappelle qu’on peut interpréter la relation Y; = By + B1x; + €; comme une décomposition de
Y; en « partie expliquée par x; » + « partie non expliquée par x; », la premiere étant Sy + S1z; et la
seconde ¢;. Intuitivement, la capacité de la variable explicative a expliquer la variable dépendante
sera d’autant meilleure que 1’écart entre Y; et By + PB1x; a tendance a étre petit. Si on mesure cet
écart par [Y; — (B + ,81@)}2, la valeur attendue est E[(Y; — By — Bi7:)?] = E[(Y; — E(Y;))Q} =
V(Y;) = 2. Cela permet donc d’interpréter le parameétre o comme une mesure de la capacité de la

variable explicative a plus ou moins bien expliquer a elle seule le niveau de la variable expliquée.

Le parametre [y s’interprete comme la valeur attendue de Y; lorsque x; = 0. On appelle ce
parametre intercept, ou ordonnée a ’origine, pour une raison exposée ci-dessous. Le parametre (1
a plusieurs interprétations possibles et équivalentes.
— Considérons deux individus statistiques i et j et supposons que l'on observe z; et z; de
sorte que z; = x; + 1. On aura alors E(Y;) — E(Y;) = 8o + fi(x; + 1) — Bo — fizs = B
On interprete donc B comme la différence entre la valeur attendue de la variable expliquée
pour un individu quelconque ¢ et la valeur attendue de cette méme variable pour un individu
7 ayant un niveau de la variable explicative d’une unité supérieur a celui de cette variable
pour 'individu 1.

— Si on considére la fonction affine qui exprime la valeur de E(Y;) en fonction de z; (voir la

condition C2), on a
dE(Y:) _
a5 Br.

Par conséquent, si la variable explicative x; augmente de A unités, la variation attendue de

la variable dépendante sera de 1A unités. 31 est appelé la pente du modéle.
Cette derniere interprétation fait clairement apparaitre 1 comme le paramétre d’intérét dans ce
modele. Etant donnée la forme affine exprimant la relation entre la variable explicative et la variable
expliquée, le parametre 31 capture a lui seul toute la dépendance de Y; envers z;. Les techniques
d’inférence développées dans le cadre du modele de régression linéaire simple auront pour objet 3.

Pour terminer ce chapitre, on peut a ’aide d’un graphique représenter la maniere dont le modele
de régression linéaire simple modélise la relation entre les variables et comment cette modélisation
se positionne par rapport a ce qu’on observe. Pour cela, on commence a placer les observations en
faisant figurer dans le plan les points de coordonnées (z;, y;) pour i = 1,...,n. Cette représentation
des observations des variables est appelée le nuage de points. On introduit ensuite la modélisation du
modele de régression linéaire simple. Celui-ci est construit en posant comme condition qu’il existe
deux réels, dont les valeurs inconnues sont 3, et 3,, qui permettent le lier la variable explicative
(exogene) & la variable dépendante (endogeéne), par la relation Y; = By + 5, X; +¢&;,i=1,...,n. Si
cela est le cas, les observations (x1,y1), . .., (Zn, yn) des variables du modele, ainsi que les réalisations
(non-observées) eq, ..., e, des termes d’erreur doivent satisfaire y; = BO + lei +e,i=1,...,n.
Cette relation entre variable exogene et variable endogene est représentée graphiquement par une
droite d’équation y = B, + ;2. Pour chaque individu i = 1,..., “I’erreur” entre la droite issue du
modele et la réalité observée est e; = y; — (B, + B17:), et se lit graphiquement comme la différence
verticale entre y; et la droite. Cette construction donne lieu a la figure 1.1.
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variable expliquée
°

Valeurs de la

Droite d’équation

v y =By + Biw

E(Y;) = By + By

Valeurs de la
variable explicative

FIGURE 1.1: Modélisation de la relation entre variables dans le modele de régression linéaire simple

Finalement, le tableau 1.1 de la page 20 récapitule les différents éléments du modele introduits
jusqu’a présent, en séparant ce qui est du domaine des variables du modeéle de ce qui est du domaine
des parametre. Pour chaque élément, on rappelle la notation utilisée, 'interprétation qui en est faite
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ainsi que les principales hypotheses qui sont formulées & son propos.
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VARIABLES
Notation Interprétation Dénomination Observations Hypothéses

Y; Variable aléatoire mesurant le | Variable expliquée, dépen- Ui Son espérance est une fonction affine de x;.
phénomeéne a expliquer pour | dante, endogene Toutes ces variables sont non-corrélées et
I'individu ¢ ont la méme variance.

X; Variable aléatoire mesurant la | Variable explicative, exogene T; Considérée comme dégénérée :
phénomene expliquant Y; PX;=z;)=1

€ Variable aléatoire mesurant la | Terme d’erreur associé a | N'est pas obser- | ¢; =Y; — E(Y))
partie Y; qui ne peut étre ex- | (x;,Y;) vée. Son espérance est nulle.
pliquée par X; La réalisation | Toutes ces variables sont non-corrélées et

(non observée) de | ont la méme variance.
g; est notée e;.
PARAMETRES
Notation Interprétation Dénomination Commentaires

Bo Valeur attendue de Y; lors- | Ordonnée a l'origine, intercept | Sa vraie valeur est inconnue; on la note f3,,.
qu’on observe X; =0

061 Variation attendue de Y; | Pente C’est le parametre d’intérét, qui capture entierement la dépen-
lorsque x; augmente d’une dance de la variable endogene envers la variable exogene.
unité Sa vraie valeur est inconnue; on la note 3.

o Ecart-type commun des va- C’est également 1’écart-type commun des termes d’erreur.
riables dépendantes — Sa vraie valeur est inconnue; on la note @.

RELATIONS DECOULANT DE LA DEFINITION DU MODELE

Y = B0+ iz + &

yi = Bo + Bixi

+ €;

E(Y;) = Bo + Biw;
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Chapitre 2

Le modele de régression linéaire
simple : estimation des parametres

Le modele statistique défini dans la section précédente est notamment construit dans le but
de fournir un cadre a des méthodes d’inférence permettant d’estimer les parametres Sy et 8;. En
suivant le principe décrit dans le chapitre 10, on cherchera dans cette section a dégager une fagon
adéquate d’utiliser les variables X1,...,X,,Y7,...Y, en vue de former un estimateur ponctuel des
parametres. L’utilisation de cet estimateur et des observations fournira l’estimation de la vraie

valeur de ces parametres.

2.1 Approche intuitive

Dans une premiére approche du probleme, on cherche des valeurs des parametres pour lesquelles
la partie de Y7,...,Y, qui n’est pas expliquée par X1, ..., X, est la plus petite possible en moyenne.
Pour cela, on choisit des valeurs de 8y et de 81 pour lesquelles I’écart moyen entre les Y; et les
Bo + £1X; est minimale.

Formellement, & tout choix d’un couple de réels (g, 31) on associe les écarts entre les Y; et les
Bo + B1X;, qu’on note S;(Bo, f1) et qu’on mesure par S;(Bo, f1) = [Yi — (Bo + ﬁlXi)]Q, 1=1,...,n
Choisir les valeurs fy et B1 pour lesquelles la moyenne des écarts est la plus petite revient a

minimiser la fonction S définie par

S: RxR—R,

(Bo, B1) — S(Bo, B1) = %Z Y; — Bo — B1Xi)?

Tout estimateur de Sy, 81 obtenu de cette maniere est appelé estimateur des moindres carrés ordi-
naires (MCO). L’appellation « moindres carrés » provient du fait que les estimateurs sont obtenus
en minimisant une moyenne de carrés (Y; — 8o — $1X;)?, i = 1,...,n. Ces moindres carrés sont
« ordinaires » car la moyenne des carrés est une moyenne ordinaires, 7.e., dans laquelle tous les
carrés ont le méme poids.
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FIGURE 2.1: Interprétation graphique de la fonction S

Avant de considérer la résolution de ce probléme de minimisation, on peut illustrer graphique-
ment 'approche suivie ici. On utilise le nuage de points qui représente dans le plan les points de
coordonnées (z;,%;), i = 1,...,n (voir la figure 1.1 de la section 1.3.2). A tout couple de réels
(Bo, 1), on associe une droite d’équation y = By + S1x. On peut représenter cette droite dans le
méme plan que celui utilisé pour le nuage de points. Au couple (fy, 51) choisi, et donc a la droite
correspondante, on peut associer les écarts S1(0o, 1), - -, Sn(Bo, 1) définies ci-dessus. On peut re-
présenter sur le méme graphique ces quantités. S;(fo, 51) est le carré de la distance |Y; — (8o + f1z;)|
entre Y; et 5y + S1x;. Sur le graphique, écart S;(5p, 1) est donc le carré de la distance verticale
entre Y; et la droite d’équation y = 8y + S1z. La figure 2.1 représente le nuage de points et, pour
un couple (B, f1) donné, la droite associée (en rouge) ainsi que les distances verticales entre les

points du nuage et la droite (symbolisées par les barres bleues verticales).

Choisir le couple (fp, 51) de fagon & minimiser la fonction S revient d’une certaine maniére a
choisir la droite pour laquelle les distances verticales entre cette droite et les points du nuage sont
les plus petites en moyenne. Dans ce sens, minimiser S consiste a cherche la droite qui passe au
plus pres des points du nuage. La figure 2.2 montre pour deux choix possibles du couple (S, 51)
les droites et les distances qui en résultent. On constate ainsi que sur le graphique 2.2 (a) pour
lequel on a choisi (8, f1) = (16.43,0.47), les distances associées a la droite sont en moyenne plus
petites que sur le graphique d’a c6té, construit en choisissant (5p, 31) = (25.02,0.10) . La valeur de
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la fonction S associée au graphique 2.2 (a) sera donc plus petite que celle associée au graphique 2.2

(b).

(a) (Bo,B1) = (16.43,0.47) (b) (Bo, 1) = (25.02,0.10)

FIGURE 2.2: Droites et écarts S1(Bo, 51), - - -, Sn(Bo, f1) associés a différents choix de (5o, 51)

fig:minS_compar

On aborde a présent la résolution du probleme de minimisation de la fonction S. On doit donc

résoudre

in  S(S, 2.1) o
o e (Bo, B1) (2.1) [eane]

S est une fonction de (5p, 1) deux fois contintiment dérivable. De plus c’est une fonction convexe.
Par conséquent, tout extremum est un minimum, atteint en tout point (BO, Bl) de R? satisfaisant

S ~
— = k=0,1.
a/Bk: (50’/81) 0’ 0’

Dans la minimisation de S, il est important de distinguer deux situations.

1. S’il existe deux individus 7 et j pour lesquels X; # X, alors S est strictement convexe, puisque
c’est la somme de n fonctions strictement convexes de (8o, 51) : S(5o, B1) = i1 Si(Bo, f1)
ot S;(Bo, B1) = (Vi — Bo — f1X;)?. L'allure de la fonction S est représentée par la figure 2.3
(sur laquelle les couleurs sur la surface varient en fonction de la valeur atteinte par S, de
maniére similaire & une carte géographique d’un relief).
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25 Courbes de niveau :
~ 20 11
o) 9
- 15
S 7
3
2 .
0 1

FIGURE 2.3: Allure de la fonction S (cas 1).

=

Cette fonction admet un unique minimum au point (BO, Bl), entierement caractérisé par le
systéme de deux équations (2.2). Comme la fonction S est un polyndéme du second degré en
chacun de ses arguments fy et (1, chaque équation de (2.2) est un polynéme du premier degré
en chacun des arguments. Autrement dit, pour trouver le minimand (BO, Bl) de la fonction S
il suffit donc de résoudre un systéme de deux équations linéaires a deux inconnues.

Notons que

(ﬂ0751) 8(;]“112(1’}—% B1X;)? 12% (Yi—Bo—p1Xi)% k=01
=1 pa

n

,8

Par conséquent

860 9% (B0, ) = Z ~2(Yi — fo — BL.Xy) (2.3)

oS
g, (Po: B1) = —Z —2X;(Yi — fo — B1Xs). (2.4)
=1
Le systéeme (2.2) s’écrit donc
{% L (=2)(Y; = fo — FLXi) =0 {% Py Yi—fo— By Y Xi =0
o =
LY (=2)Xi(Yi — o — B1Xi) =0

La premiere équation est équivalente a

A1 A1 2
i XiYi = Bon >t Xi — Py i X =0

A J—

fo=Y - B X, (2.5)
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oun X = % P X et Y = % * 1 Y:. En substistuant cette expression de BO dans le seconde
équation, on obtient

1 & e a5 A1
SN XY - XY 4+ AX -5 X2 =0, (2.6)
i =

. 2
de sorte que si % " X2-X"#0,0na

N

n
> XY —nXY
b ="

==L —
> XP-nX
i=1

2 — s 2
Notons que £ 327" | XZ?A—X =1 ?:1()2—X)2, de sorte que la condition = 3% | X2—X" # 0
permettant de définir 31 est 31 (X; — X)? # 0. Le membre de gauche de cette relation étant
une somme & termes positifs, cette somme est nulle si et seulement si chacun de ses termes

est nul :
n _— —_ JR—
DXi—X)P=0 <= (X;—-X)’=0Vi <= X;=XVi <= X1=Xo=--=X,
i=1
Or ceci est une possibilité qui a été exclue au début de ce premier point. Par conséquent, on
a le résultat suivant.

Théoréme 2.1 Dans le modéle de régression linéaire simple, s’il existe deuz individus i et j
tels que X; # X, alors l'estimateur des moindres carrés ordinaires de (Bo, 1) est donné par

Bl - i:1n ) (27)

Bo=Y — B X. (2.8)

Ce théoréme est illustré par la figure 2.4.

. Supposons maintenant que pour tous les individus ¢ on a X; = x. La fonction S est donc

définie par S(Bo,B1) = S 1(Y; — Bo — B1x)?. Supposons que S admette un minimum au
point (ﬁo,ﬁl). On aura donc

S =SB0, B1) < S(Bo, B1),  (Bo,Br) € R2.,

11 est facile de voir que pour tout (g, 51) choisi de sorte que 5y + 1z = 5’0 + le, la fonction
S sera aussi égale & S. Pour cela, on fixe By arbitrairement et on choisit 8 = %(ﬁo + B — Bo)-
Il existe dont une infinité de choix possibles et la fonction S admet une infinité (continuum)
de minimands.
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S(/B07 61)

Altitude = 12

K< <fl> > ] =]+

FIGURE 2.4: Les estimateurs des moindres carrés ordinaires sont obtenus en minimisant S

(En baissant laltitude du point de vue, I'animation permet de voir le dessous de la

surface et le minimum de la fonction S. Celui-ci vaut ici 1 et est atteint en (BO, Bl) =

(—1,0.5)). Cliqguez pour lancer Uanimation.
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25 Courbes de niveau :
15 9
7
10 5
3
2

S(Bo, Br)

FIGURE 2.5: Allure de la fonction S (cas 2).

On peut caractériser ’ensemble des minimands & 'aide des observations des variables du
modele. Si on examine dans ce cas les expressions (2.3) et (2.4), on a
oS oS
—_ x—
B 9Bo

Les deux dérivées partielles de S sont proportionnelles et les deux conditions du premier ordre

(Bo, 1) = (Bo,B1) . Vo, Vphi.

(2.2), qui demeurent des conditions nécessaires et suffisantes pour que (Bo, Bl) minimise la
fonction S, sont par conséquent redondantes. Elles donnent toutes deux

60:?_3195-

La solution au probléme (2.1) est donc I'ensemble de R? défini par {(Bo, 1) € R?|By =
Y — x31}. La figure 2.5 illustre cette situation. Les courbes de niveau de la surface de S sont
projetées sur le plan (R?). On voit que la courbe la plus basse (celle de niveau 1), qui indique
les lieux (g, B1) ot S atteint son minimum, est une droite de R? : elle coincide avec 1’ensemble
des solutions {(8y, 1) € R?| By =Y — x5}

On résume ces résultats par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2 Dans le modéle de régression linéaire simple, si pour tous les individus i on
a X; = x, alors la solution au probléme (2.1) n’est pas unique. Tout élément de R? de la
forme (?—x,@l, Bl), ot Bl € R, peut étre considéré comme un estimateur des moindres carrés
ordinaires de (8o, f1). On dira dans ce cas que lestimateur des moindres carrés ordinaires
n’existe pas.
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Dans ce dernier cas, il n’est pas possible de distinguer les vraies valeurs des parametres
d’autres valeurs a priori possibles pour ces parametres. En effet, si X; = X; pour tout
1,7 = 1,...,n l'espérance de la variable dépendante sera la méme pour tous les individus :
X, =X;=aVi,j=1,....n = E(;) = EY;) = By + Bz, Vi,j = 1,...,n. Notons m
la valeur commune de cette espérance. Si on choisit alors 81 = b et Sy = m — bx, on aura
également By + Brx = m = By + f1x = E(Y;), Vi = 1,...,n. Autrement dit des valeurs
des parametres différentes des vraies valeurs donnent la méme valeur pour l'espérance de
la variable endogene et les valeurs des parameétres qui permettent d’écrire la condition C2
ne sont pas uniques. Il est par conséquent impossible de distinguer les vraies valeurs des
parametres d’autres valeurs. On dit dans ce cas que les parametres 5y et 81 du modele sont
non-identifiés. Si les vraies valeurs des parametres sont non-identifiées, il est normal qu’en
cherchant a estimer ces parameétres on n’obtienne pas de solution unique.

2.2 Approche théorique

Une approche plus théorique consiste a ne considérer que les estimateurs linéaires de Sy et 51,
puis a chercher dans I’ensemble de tels estimateurs ceux qui sont préférables aux autres.

Définition 2.1 Une statistique Bj, est un estimateur linéaire de Bj, si on peut trouver n nombres
Wil - - - s Win, pouvant éventuellement dépendre de X1, ..., X, tels que B = Yo WkiYi, k=0,1.

Remarque 2.1 On constate qu’a tout n-uplet de nombres (wq,...,w,), on peut associer un es-
timateur linéaire Y i, w;Y;. D’autre part, tout estimateur linéaire > 1" ; w;Y; est complétement
caractérisé par le n-uplet (w1, ..., wy,). Par conséquent, choisir un estimateur linéaire de fj revient
a choisir un n-uplet de réels.

Propriété 2.1 Les estimateurs des moindres carrés ordinaires By et B1 de By et B1 sont des esti-
mateurs linéaires. Plus précisément, on a B = > 1| W Y;, k= 0,1, avec

Xi— X
Wy = ¢ . — (2.9)
> =1 XF—nX
1 —
Wo; = E — Xy, (2.10)

1=1,...,n.

Preuve : On établit facilement que

n
> XY —nXY
i=1 =1 i=1 =1

Il
M=
I
~

!

>
M=
e

Il
hE
=

|
=l
=

Par conséquent, en utilisant I’expression (2.7) de Bl, on peut écrire

n
= Zqui

n 2 2
i1 X7 —nX i=1

B, = im1 (Xi — X)Y;
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En ce qui concerne [y, on a i partir de (2.8)

n n
Bo=F X =2y VoY X = Y (2 - K )y = Yy,
i=1 i=1 i=1 =1

Un critére de comparaison d’estimateurs est 'erreur quadratique moyenne (EQM).

Définition 2.2 Pour un estimateur B de Bg, lerreur quadratique moyenne (EQM) de B est la
fonction qui au couple (By, 51) associe le nombre E[(Bk — Bk)?], k=0,1.

Remarque 2.2
— La définition 2.2 indique explicitement que PEQM de j3; est une fonction de 8y et de fo.
Cependant, il peut sembler au premier abord que E[(Bl — 61)2] ne dépend que de S;. Cela
n’est évidemment pas vrai. En effet, comme f3; est un estimateur linéaire de 31, on a

n n
Br =Y Y=Y wu(Bo+ KX +e),
i=1 i=1

pour un certain n-uplet (w11, ...,w1,). On voit alors clairement que la variable aléatoire 5’1
peut s’écrire non seulement en fonction de 31, mais aussi en fonction de §y. Par conséquent,
il n’est pas surprenant que la loi de 3; dépende & la fois By et de B;. Cela sera en particulier
vrai pour 'EQM E[(/S’l - ﬂl)Q]. La méme remarque s’applique évidemment aux estimateurs
de ,80.

— L’EQM d’un estimateur (i est une mesure de la précision de cet estimateur, puisque
’EQM s’interpréte comme la distance attendue entre un estimateur (B;) et ce qu’il estime
(Br)- o ] i

— Pour deux estimateurs 8 et B de B, on dit que Fj est préférable a [ au sens de I'erreur
quadratique moyenne si TEQM de By est inférieure ou égale A TEQM de S, ceci pour toutes
les valeurs possibles des paramétres By et (1.

— En général, il n’est pas possible de trouver des estimateurs préférables a tout autre au
sens de 'EQM.

Cependant, comme on va le montrer, si on introduit un autre type de contrainte sur les esti-
mateurs qu’on considere, alors on pourra trouver, dans le contexte du modele de régression
linéaire simple, un estimateur préférable a tout autre au sens de 'EQM.

La contrainte supplémentaire imposée aux estimateurs est d’étre sans biais.

Définition 2.3
1. Le biais d'un estimateur [y, de By est la fonction qui d (8o, B1) associe le nombre E(By, — Br).

2. On dit qu'un estimateur By de Bj, est sans biais si son biais est constant et égal ¢ 0 : E([g’k —

Br) = 0, V0, B1.

Remarque 2.3
— Le premier point de la remarque 2.2 faite & propos de 'EQM peut aussi s’appliquer au
biais d’un estimateur. Le biais de 8y dépend de fy et de ;.
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— Un estimateur §; de B est sans biais si et seulement si E(Bk) = B, V8o, B1.

— Si B est un estimateur sans biais de 3, alors son EQM coincide avec sa variance. En effet
on a dans ce cas

E[(Brx — Bt)°] = E[(Br — E(Br))"] = V(Br).
— La variance d’un estimateur sans biais est donc une mesure de sa précision. Plus la variance
d’un estimateur sans biais est petite, plus cet estimateur est précis.

— Par conséquent, pour comparer des estimateurs sans biais d’un méme parametre, il suffit
de comparer leurs variances. Plus précisément, si i et 85 sont deux estimateurs sans biais

de B, on préferera Bk a Bk au sens de TEQM si V(Bk) < V(Bk), Y f3g, B1.

Dans le modele de régression linéaire standard, si on ne considere que des estimateurs linéaires
et sans biais de 3y et de (1, on préferera ceux qui sont de variance minimale.

Propriété 2.2 Dans le modéle de régression linéaire simple, le biais d’un estimateur linéaire [y,

de Bk, défini par le n-uplet (W1, ... Wky), est la fonction qui au couple (Bo, 51) associe le nombre
n n

Bo Y Wi+ B1 Y WkiXi — Br- (2.11)
i=1 i=1

Preuve : Par définition, le biais de l'estimateur Bk = > WY; de By est la fonction qui au

couple (B, 1) associe le nombre E( Y7 w;Y;) — Bk. Comme les wy; ne dépendent que

de Xy,...,X,, et que ces variables ont une distribution dégénérée (condition C1), il en

est de méme pour les wy;, et on a E( Y1, wy;Y;) = >iv; Wi E(Y;). D’apres la condition

C2 du MLRS, on a E(Y;) = 5y + $1X; et en substituant cette expression dans l’expression
du biais, ce dernier s’écrit > i | Wgi(Bo + B1Xi) — Br. En factorisant By et 81, on obtient
(2.11).

Remarque 2.4 On note qu’en utilisant (2.11), la condition pour qu'un estimateur linéaire By =
Yo WeY; de Py soit sans biais est

n n
Bo Y woi + 1Y @oiXi = o, VP,V (2.12)
i=1 i=1
Cette condition est une condition sur le n-uplet de réels (w1, . . . , Woy,) qui définit By. Cette condition
(2.12) s’écrit aussi
n n
Bo(D toi — 1)+ B1 Y _ w0 Xs =0, Vo, Vph. (2.13)
i=1 i=1
Les wy;, . . ., Wg, satisfont cette condition si et seulement si ils satisfont
n
>t —1=0,
St (2.14)
> o X; = 0.
i=1

En effet, il est clair que si (2.14) est vérifiée, alors (2.13) l'est aussi. Réciproquement, supposons
(2.13) vraie. Alors pour le cas particulier 5y = 1 et $; = 0, on doit avoir Y -, wg; — 1 = 0. De
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méme pour Sy = 0 et 5 = 1, on doit avoir Y ;' ; wp; X; = 0. Autrement dit, (2.14) est également
vraie.

Pour les mémes raisons, tout estimateur linéaire 5’1 = Y i, w,;Y; de B sera sans biais si et
seulement si wq1, ..., W, satisfont la condition

n
Z wli = 07
=1

p (2.15)
> WX —1=0.
=1

Propriété 2.3 Dans le modéle de régression linéaire simple, les estimateurs des moindres carrés
ordinaires de By et de B sont sans biais.

Preuve : On utilise les expressions de Bo et 5’1 données par la propriété 2.1 et on montre que les
A X=X

ZTL X2_nX°>
Jj=1""J

conditions (2.14) et (2.15) sont satisfaites. Ainsi pour 1, on a w; = Donc

n "X, -X
Zwu = nzfl( 22 _)2 =0,

car le numérateur est nul, et d’autre part

“ (X - X)X,
Z?f}qu—lz 2—1( ? )_22_1:07

car le numérateur et le dénominateur du rapport sont identiques. Autrement dit By est un
estimateur linéaire qui vérifie les conditions (2.15).

Quant a gy, on a wy; = % — X1b14. Par conséquent,

n n 1 _n
Zwm—l:Zg—XZwli—l:1—0—1:07
i=1 i=1 i=1

puisque on a montré que Y ;- wy; = 0. D’autre part,
n n 1 L . n o
> i X; = Z(g ~ X)) X; =X -X > i Xi=X-X=0,
=1 i=1 i=1

car on a montré ci-dessus que > ; w1;X; = 1. Donc 5’0 satisfait les conditions (2.14).

Avant d’énoncer et prouver le résultat central de ce chapitre, nous avons besoin d’établir I’expression
de la variance d’estimateurs linéaires de By et 1.

Propriété 2.4 Dans le modéle de régression linéaire simple, si B est un estimateur linéaire de By,
défini par le n-uplet (Wx1, ..., Wky), alors la variance de Bi est donnée par

V(B;) = o zn:% (2.16)
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Preuve : Puisque [ est linéaire,

n n n n
V() = V(Do @) = D V@iV + 23 Y cov(iniVi, i, Y)):
i=1 i=1 i=1 j=i+1
En utilisant le fait que les wy; ne dépendent que de Xi,...,X, et que ces variables ont

une distribution de probabilité dégénérée (condition C1), en appliquant les propriétés de

la covariance, on a

n n n
~ = o
V(Br) = ZwkiV(Yi) +2 Z Z Wwgjeov (Y, Yy).
i=1 i=1 j=i+1
La condition C3 définissant le modele de régression linéaire simple implique que tous les
termes de la premieére somme sont égaux a 1?1,%202, et que toutes les covariances de la

deuxiéme (double) somme sont nulles. On obtient donc I’expression voulue de V().

Corollaire 2.1 Dans le modéle de régression linéaire simple, les variances des estimateurs des
moindres carrés ordinaires By et 51 de By et de 1 sont
<2
N 1 X o2

V(By) =02 |~ + — et V(B)= —
nooyn X2 - pX’ " X2 nX’

Preuve : Pour V(Bl) il suffit d’utiliser la propriété précédente, tandis que pour V([g’o), il faut en plus
utiliser la premiére condition de (2.15).

Remarque 2.5
— Notons que les variances des estimateurs des moindres carrés ordinaires sont inconnues,
puisqu’elles dépendent de o2. On peut cependant les estimer (voir la section 2.5).
— La variance de Bk est une mesure de la distance attendue entre ﬁk et Bi. C’est donc un
indicateur de la précision de I’estimateur Bk On constate que cette précision est affectée par
deux facteurs.

1. Le premier est la variance commune o2 des Y;. Plus elle est élevée, plus V(Bk) est grande.
Autrement dit, pour X7 = z1,...,X,, = z, donnés, plus les variables dépendantes ont
tendance & étre dispersées autour de leur espérance, plus les estimateurs des moindres

carrés ordinaires auront tendance a 1’étre et moins ils seront précis.

2. L’impact du second facteur est capturé par 3" ; X2 — nX . On établit facilement que ce
terme s’écrit aussi 31 ; (X;—X)? et que sous cette forme il capture la variabilité observée
des variables X7, ..., X, autour de leur moyenne. Plus ce terme est élevé, plus V(Bk) est
petite. Autrement dit, plus on observe de dispersion des valeurs de la variable explicative
autour de sa valeur moyenne, plus les estimateurs des moindres carrés ordinaires seront
précis.

On rappelle que 1 mesure la dépendance entre la variable expliquée et la variable ex-
plicative. Pour estimer précisément cette dépendance, on a besoin d’un échantillon dans
lequel ces variations sont suffisamment élevées. En effet, si on observe peu de variabilité
pour la variable explicative, on a peu d’observations sur le phénomene qu’on cherche a
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représenter et a estimer, a savoir la réponse de la variable expliquée aux variations de la
variable explicative.

Dans le cas limite ou X; = -+ = X,,, on n’observe aucune variation de la variable
explicative, et on n’a donc aucune information sur la maniére dont la variable expliquée
pourrait répondre aux variations de la variable explicative. Dans ce cas, la dispersion des
valeurs de la variable explicative est nulle : 37 | (X; — X)2 = 0, et la variance V() est
infinie.

Cette situation correspond en fait au cas ou il est impossible d’estimer 3; (voir page
28, apres le théoreme 2.2). Dans ce cas limite, il est impossible, du point de vue des
conditions qui définissent le modele de régression linéaire simple, de distinguer les vraies
valeurs des parametres parmi un continuum de valeurs possibles pour ces parametres.
Par conséquent, on ne peut pas attendre d’estimateurs raisonnables, comme ceux des
moindres carrés ordinaires, de fournir une estimation précise de 5y et de (.

— Les deux déterminants des variances V(Bo) et V(ﬁl) décrits dans les deux points précédents
peuvent s’illustrer graphiquement. Le parameétre o2 est la variance commune de Y, ..., Y.
Cette variance indique le caractére plus ou moins dispersé de la distribution de Y; autour
de son espérance E(Y;) = By + f1X;. Plus cette variance est grande, plus on s’attend a ce
que l'écart (Y; — E(Yl))2 soit élevé. Sur un graphique semblable a celui de la figure 1.1, cet
écart est la distance verticale entre Y; et la droite rouge. Donc dans cas ol o2 est élevé,
plus on s’attend a ce que les points soient dispersés autour de cette droite, dans la direction
verticale.

L’autre déterminant des variances de f et 3; est S 1 (X;—X)?%, une mesure de la variabilité
observée de X1, ..., X, autour de leur moyenne X. Ce terme sera d’autant plus grand que les
abscisses des points (X;,Y;) du graphique 1.1 sont dispersées. Autrement dit 3.7 ; (X; — X)?
mesure la distance horizontale entre ces points et la droite : plus ces points sont dispersés
dans la direction horizontale, plus 7 | (X; — X)? est grande.

En résumé, 'estimation de 5y et de 51 par moindres carrés ordinaires sera d’autant meilleure
(plus précise) que la dispersion verticale entre les points (X;, Y;) est faible, et/ou que la dis-
persion horizontale de ces mémes points est grande. Les graphiques de la figure 2.6 illustrent
cette remarque.

Le théoréme suivant est la propriété la plus importante de la méthode d’estimation par moindres
carrés ordinaires.

Théoréme 2.3 (Gauss-Markov) Dans le modéle de régression linéaire simple, si les parameétres
Bo et By sont identifiés, les estimateurs des moindres carrés ordinaires sont les estimateurs ayant
la plus petite variance parmi tous les estimateurs linéaires sans biais de By et de (1.

Preuve : Considérons le probleme d’estimer (37 par un estimateur linéaire et sans biais. Cela revient
a considérer tous les n-uplets de réels pour lesquels les conditions (2.15) sont satisfaites. A
chacun de ces n-uplets est associé un estimateur Bl =Y i, wy,Y; de f1, dont la variance
est donnée par (2.16), c’est a dire V(51) = o2 20, @3,

Pour montrer que 51 = >, 1;Y; est U'estimateur linéaire et sans biais de 8 ayant une
=1 Yy
variance plus petite que celle de tout autre estimateur linéaire sans biais f; = > 1", W1;Y;
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FIGURE 2.6: Tableau de graphiques illustrant 'impact de o2 et 3.7 ; (X; — X)? sur I'allure du nuage
de points ((X;,Y:),i = 1,...,n) : 02 est plus petit sur la colonne de gauche que sur la colonne de
droite; -7 1 (X; — X)? est plus petit sur la ligne du haut que sur la ligne du bas. La droite rouge
est celle correspondant aux vraies valeurs des parameétres Sy et 81. Elle est la méme dans tous les
cas et sert a mesurer la dispersion relative verticale des points.
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de f1, il est équivalent de montrer que le n-uplet (in1,...,%W1,) satisfait (2.15), et que
pour tout autre n-uplet (w11, ...,w,) satisfaisant les mémes conditions, on a

Z wf; <o Z ;.
Autrement dit, il faut montrer que le probleme

( min - o2 th sous contrainte que : Y-, wy; = 0,
W11 ,-- 7w1n

Zznzl wliXi —1= O,

admet pour solution wiq,...,Win.

Ce probleme est évidemment équivalent a

min th sous contrainte que : >, wy; =0, (2.17)

(w11,e.yW1n) ER"

Yimqw X, —1=0,

Puisque la fonction a minimiser est convexe et dérivable en w11, . . . , w1i,, €t que les contraintes
sont linéaires en wiy, ..., wi,, on peut utiliser la méthode du lagrangien pour résoudre ce
probléme. Le lagrangien s’écrit

L(wn,.. s Win, A Zw12+)\zwll+’7 Zwll

Un n-uplet (wjy,...,w],) est une solution du probleme (2.17) si et seulement si il existe
deux réels \* et v* tels que

oL |
—8w1'(w{1,...,wfm)\*’,y*) =0, i=1,...,n,

i
oL
a(wfl7"'7wfna)‘*7’y*) :07 (218)
oL, e
a_ry(wll,...,wln,)\ ,’}/ ) :0

ou encore, en utilisant la définition de L

ul; FAN+YX; =0, i=1,...,n,
riwi =0, (2.19)

i wh X =1

On somme les n premieres équations du systeme, et on obtient

n
2 Z wi; + A+ "X = 0. (2.20)
i=1
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On multilplie la ¢ des premieres équations par X;, i = 1,...,n, et on fait la somme des n
équations ainsi obtenues, ce qui donne

n n
23w X + ANnX +9° Y X7 =0. (2.21)
i=1 i=1
En utilisant la (n 4+ 1)° équation du systéme (2.19) dans (2.20) et la (n + 2)° dans (2.21),
on a les conditions suivantes
nA* +y*nX =0
(2.22)
24+ XX+ X2 =0

De la premiere équation de (2.22) on tire \* = —y*X, qu’on substitue dans la seconde
pour obtenir
n
2+ (Y X2 - nX’) =0
i=1
Puisqu’on a supposé By et B identifiés, S°7 ; X2 — nX’ # 0 (voir le commentaire qui
précede le théoréme 2.1 a la page 25), et on en déduit

. -2
Y= p—
" X2-nX
Si on substitue cette expression dans la premiére équation de (2.22), on obtient
2X
A* = - 5 e
i1 X7 —nX

On peut finalement obtenir les expressions des wj; en remplagant les expressions de A* et
7* qu’on vient d’obtenir dans chacune des n premieres équations de (2.19) :

2X 2X;
Wi+ —— -, == =0 i=1...n,
> =1 XF—nX > =1 Xi—nX

ou encore _

X, — X

wy; = - —— i=L...n
i1 X5 —nX

En utilisant (2.9), on constate que wj; = w1, ¢ = 1,...,n, (voir la propriété 2.1). Au-

trement dit, 'estimateur linéaire et sans biais de [ ayant la plus petite variance est
Iestimateur des moindres carrés ordinaires .

On obtient le résultat concernant 5y par le méme procédé. La preuve est laissée en Exercice.

Le résultat du théoréme 2.3 peut étre étendu pour montrer que les estimateurs des moindres

carrés ordinaires permettent d’obtenir les estimateurs les plus précis parmi tous les estimateurs

linéaire et sans biais de n’importe quelle combinaison linéaire de 5y et de B1. Plus précisément,

si I'objectif est d’estimer cofBy + c151, ou ¢y et ¢; sont des réels connus, alors le meilleur estima-

teur linéaire et sans biais de cette combinaison linéaire est cgfSy + ¢1581. Autrement dit, le meilleur

estimateur (au sens donné ci-dessus) de la combinaison linéaire est la combinaison linéaire des esti-

mateurs. La preuve de ce résultat s’obtient par la méme démarche que celle utilisée pour démontrer

le théoreme 2.3. Cette preuve est donc laissée en Exercice. Ce résultat permet alors d’obtenir celui

du théoreme 2.3 comme corollaire, en choisissant d’abord ¢cg =0et ¢y =1, puiscg =1 et ¢; =0.
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2.3 Propriétés des estimateurs des moindres carrés ordinaires

La plupart des propriétés importantes des estimateurs des moindres carrés ordinaires ont été
prouvées ci-dessus. Par conséquent, le résultat suivant consiste simplement en un résumé de ces

propriétés.

Théoréme 2.4 Dans le modéle de régression linéaire simple, si les paramétres By et 51 sont iden-

tifiés, alors

1. Les estimateurs des moindres carrés ordinaires sont donnés par

_/317 et /31 = —
" X2 -nX

Bo =

2. Ces estimateurs sont des variables aléatoires dont les variances sont données par

2
A 1 X A o2
V(ﬂo) =o2|= + — et V(ﬂl) = — .
S X I

3. Les estimateurs des moindres carrés ordinaires sont linéaires et sans biais. Parmi de tels
estimateurs, ce sont les estimateurs les plus précis (de variance minimale).

Si By et By ne sont pas identifiés, alors la méthode des moindres carrés ordinaires ne permet pas
d’estimer By et $1 séparément.

Rappelons que pour tout (uq,...,u,) et (vi,...,v,) n-uplets de réels, on a
n n
Z(uZ —u)(v; —v) = Z —U)v; = ZuzvZ —nuv (2.23)
i=1 i=1
En effet en développant le membre de gauche de (2.23), on a
n
Z(ul — _)(Ui — 5) = Z(ul — ﬂ)vi — EZ(ul — ﬂ)
i=1 i=1 i=1

Comme Y ;" (u; —w) = 0, on obtient la premiere égalité de (2.23). Si on développe maintenant le
membre du milieu de (2.23), on obtient

n

n
E i — U vl g U;V; — U g v; = E U;Vj — UNU
i=1

i=1

ce qui est la seconde égalité de (2.23).

On peut alors donner une autre expression de (3 :

5 - T - X) (- 7)
S (X - X

(2.24)
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2.4 Mesure de la qualité de ’estimation par moindres carrés or-
dinaires

2.4.1 Valeurs ajustées et résidus

Définition 2.4 Dans le modéle de régression linéaire simple, les valeurs ajustées issues de [’estima-
tion par moindres carrés ordinaires de By et de 1 sont les n variables aléatoires notées Y1,..., Yy,
définies par Y; = Bg + 1 X;, i =1,...,n.

Remarque 2.6

1. Puisque /3’0 et /3’1 sont des estimateurs de By et de 1, on peut interpréter Y; = ﬁo + ﬁlXi
comme un estimateur de E(Y;) = fp + £1X;. Autrement dit Y; est Pestimation de la valeur
attendue de Y; lorsqu’on connait X;. En reprenant l'interprétation donnée au point 1 page
13, on peut également dire que Y; est l'estimation de la partie de Y; qui peut étre expliquée

par la valeur de Xj;.

2. La valeur ajustée Y; ne coincide pas avec E(Y;), mais on s’attend a ce qu’elle le fasse, puisque
la différence attendue est nulle. En effet

E(Y; — E(Y;)) = E(Bo + 61Xi — Bo — S1.Xi)
= E(Bo) + B(A1X:) — E(Bo + B1.X5)
= Bo + /1Xi — (Bo + £1Xs)
=0

ou l'avant dernieére égalité résulte du faut que ﬁo et /3’1 sont des estimateurs sans biais de Sy
et (1, respectivement.

3. La valeur ajustée Y; ne coincide pas non plus avec Y;. On donne la définition suivante de leur

différence.

Définition 2.5 Dans le modéle de régression linéaire simple, on appelle résidus de l’estimation
par moindres carrés ordinaires les variables aléatoires, notés €1, ...,&n, et définies par & = Y; — Y,
1=1,...,n.

Remarque 2.7 Le i° résidu &; s’interprete comme ’estimation de la partie de Y; qu’on ne peut pas
expliquer par X;. Dans la mesure o la valeur ajustée Y; peut étre considérée comme un estimateur
de E(Y;), on peut considérer que é; =Y; — Y; est un estimateur de Y; — E(Y;) =i

La figure 2.7 de la page 39 illustre graphiquement les résultats de I’estimation par moindres carrés
ordinaires. Sur cette figure, les couples des observations de (X;,Y;), ¢ = 1,...,n sont représentés
par des points. La droite d’équation y = B, + (3,7 est celle le long de laquelle sont alignés les points
de coordonnées (z;, E(Y;)). Cette droite s’interpréte comme la vraie droite, puisque c’est celle qui
représente la vraie relation entre Y; et X;. La droite d’équation y = 5’0 + 5’1:6 contient les points de
coordonnées (z;, §;), ou g; est la réalisation de la variable aléatoire Y/; Cette droite est entiérement
caractérisée par Bo et ﬁl. Elle représente ’estimation par moindres carrés ordinaires de la relation
entre Y; et X;.
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<]
O
]
g
. B
'%) @ °
w 8
5 = . A .
G Droite d’équation
G — A 3
> y= 0o+ Bz
9i = Bo + Pr;
Yi

Droite d’équation
y =B+ B

Valeurs de la
variable explicative

FIGURE 2.7: Représentation graphique de ’estimation par moindres carrés ordinaires.

Pour un point A représentant le couple d’observations (z;,¥;), 'image de x; par la fonction
y = By + Byx est évidemment E(Y;). La différence entre y; et E(Y;) est égale a la réalisation de la
variable aléatoire ¢;, qu’on a notée e; sur le graphique de la figure 2.7. Pour ces valeurs des variables
X, et Y;, le nombre gj; correspond a l'image de x; par la fonction y = Bo+ le. La réalisation, notée
é;, de la variable aléatoire résidu &; est la différence entre y; et ;.

2.4.2 Propriétés

Les résidus possedent une propriété importante qu’on ré-interprétera dans le chapitre suivant.

Propriété 2.5 Dans le modéle de régression linéaire simple, on a

n n
Zéi:O et ZéiXi:O-
i i=1

Preuve : En utilisant la définition de &;, on constate que ces deux égalités sont une ré-écriture des
conditions nécessaires (2.2) définissant les estimateurs des moindres carrés ordinaires Bo
et B1 comme solutions du probléme de minimisation de la fonction S (Bo, 1) = >, (Ys —
Bo — B1.Xi)*.

Cette propriété permet d’obtenir le résultat suivant.
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Théoréme 2.5 (Décomposition de la régression) Dans le modéle de régression linéaire simple,

on a
n n n

ST - TP+ 0% - i) (225)

i=1 i=1 =1

7
=
|
=
I

Preuve : On a
(Vi=V)? = (Vi =Yt Vi = V)’ = (=¥ + (V= Y) 420, = V) (Vi =Y), i=1,.0m.

Par conséquent, pour démontrer le théoreme, il est suffisant de montrer que

zn:(Yi—f’z)(ff Y)=0.

i=1

La définition de &; permet d’écrire le membre de gauche de cette égalité comme

. . o n R - n . o n n R n
D=V =)= ai-Y)=) &Y, -Y) &= &Y= Zé Bo + B1.X,).
‘ i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

ou l'avant-derniere égalité provient de la propriété 2.5 et la derniére de la définition de Y;.
En décomposant la derniere expression, on a

M:

Y Yi-Y)(Vi-Y) =

i=1 7

Les deux égalités de la propriété 2.5 permettent de conclure Y7, (V; — ¥;)(Y; = Y) = 0.

1

Remarque 2.8 Ce résultat a l'interprétation suivante. Le membre de gauche de 1'égalité (2.25)
est une mesure des variations des Y; autour de leur moyenne au sein de 1’échantillon des individus
i=1,...,n, ces variations étant mesurées par les (carrés des) distances entre les Y; et leur moyenne.
Pour interpréter le membre de droite, il faut remarquer que

d’apres la premiere égalité de la propriété 2.5. Par conséquent le premier terme du membre de
droite de I’égalité (2.25) est une mesure des variations des Y; autour de leur moyenne au sein de
I’échantillon des individus ¢ = 1,...,n. Quant au second terme de ce membre de droite, il est égal
a > ", &2, qui est une mesure des variations des &; autour de leur moyenne, celle-ci valant 0 d’aprés
la propriété 2.5.

L’égalité (2.25) du théoreme 2.5 est une décomposition des variations des Y; en la somme des

variations de Y; et des variations des &;.

Si on revient a linterprétation du modele, on rappelle que Y; est déterminée par deux facteurs
non-corrélés 'un avec 'autre : un facteur prenant la forme d’une fonction affine de la variable
explicative du modele X;, et un facteur représenté par toutes les autres variables non-corrélées avec
X;. Par conséquent, les sources des variations des Y; sont aussi de deux natures : il y a d’un c6té la
partie des variations de Y; dues aux variations de la variable explicative, et de 'autre la partie des
variations de Y; attribuable aux variations de variables non-corrélées avec la variable explicative.
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L’égalité (2.25) traduit cette distinction dans les sources des variations observées des Y;. Le
membre de gauche mesure les variations observées des Y;. Il s’agit de la variation totale, sans que
Pon chercher a distinguer la partie de ces variations attribuables & une source ou a 'autre. On
appelle le terme Y7, (Y; — Y)? wvariation totale, ou somme des carrés totauz (SCT).

Dans le membre de droite, le premier terme Z?:l(?i —Y)? est une estimation de la part des
variations des Y; qui sont attribuables aux variations de la variable explicative. En effet Y; est une
estimation E(Y;), c’est-a-dire de la partie de Y; qui peut s’écrire entierement comme une fonction
affine de la variable explicative, uniquement. Par conséquent, la seule source de variabilité de E(Y;)
est la variabilité de X;. L'estimation de la variabilité de E(Y;) est Y%, (¥; — Y)2. On appelle le
terme Zyzl(ffl —Y)? variation expliquée, ou somme des carrés expliqués (SCE).

2

Quant au second terme du membre de droite 31 (V; — Y;)? = Y%, &7, c’est une estimation
de partie des variations des Y; qui ne peuvent étre causées par des variations de X;. C’est la partie

des variations des Y; qui reste, ou résiduelle, une fois qu’on a retranché aux variations des Y; la
2

part attribuable aux variations de la variable explicative. On appelle le terme Y"1 | €7 variations

résiduelles, ou somme des carrés des résidus (SCR).

On peut donc ré-énoncer le théoreme 2.5 de la fagon suivante : dans le modele de régression
linéaire simple, on a SCT = SCE + SCR. A partir de cette égalité, on peut construire un estimateur
de la capacité de la variable explicative & déterminer le niveau de la variable dépendante.

Définition 2.6 Dans le modéle de régression linéaire simple, on appelle coefficient de détermina-
tion de la régression, et on note R? le nombre défini par

s SCE X0, (Vi -7
SCT ~ Y, (¥ - V)2

Remarque 2.9

1. Puisque SCT = SCE + SCR et que les trois sommes de cette égalité sont positives, on a
nécessairement SCT > SCE > 0 et donc 0 < R? < 1. Le rapport définissant R? s’interpréte
alors comme une proportion. Le coefficient de détermination est la part des variations obser-
vées des Y; qu’on peut estimer étre attribuables aux variations de la variable explicative. On
dira alors qu’on peut estimer que (100 x R?)% des variations des variables Y7i,...,Y; sont

dues aux variations des variables explicatives X1,...,X,,..

2. On voit que I’égalité SCT = SCE + SCR permet de définir R? par 1 — gg—% =1- Zsléﬁﬂég

3. Le rapport R? est une mesure de la capacité des variables explicatives a faire varier, par leurs
propres variations, les variables endogénes. Autrement dit, R? est une mesure de Ueffet que
les X; peuvent avoir sur les Y;, c’est a dire une mesure du pouvoir explicatif des X; sur les Y;.
Plus précisément, plus R? est proche de 1, plus la part des variations des Y; qu’on peut
attribuer aux variations des X; est grande. De facon équivalente, plus R? est proche de
1, plus la part des variations des Y; attribées aux variables autres que Xi,...,X, (et non
corrélées aux X;) est faible. Autrement dit, le principal déterminant du niveau des Y; est le
niveau des X;. Dans ce cas, le pouvoir explicatif des variables explicatives est élevé.
Si R? est proche de 0, la plus grande partie des variations des variables Y; est attribuable aux
variations résiduelles, c’est a dire aux variations des variables autres que les variables explica-
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tives, et non-corrélées a celles-ci. Dans ce cas, le pouvoir explicatif des variables explicatives
est faible.

Les cas extrémes R? = 0 et R? = 1 peuvent s’énoncer (de maniére équivalente) sous une forme
qui permet d’obtenir directement les interprétations données ci-dessus. C’est ce qu’exprime

la propriété 2.6 (voir plus bas).

. On a justifié (dans la section 2.1) la démarche d’estimation des paramétres par minimisation

de la fonction S, en notant que pour un choix donné (3o, 1) € R?, le nombre S(fo,31)
mesurait 'importance des facteurs autres que la variable explicative dans la détermination du
niveau de la variable expliquée, via la relation Y = fy + 51X + ¢ (voir page 22). Autrement
dit, choisir d’estimer de cette maniere les parametres, revient a choisir les valeurs de ces
parametres qui maximisent la capacité de la variable explicative X a déterminer le niveau de
la variable expliquée Y. Maintenant qu’on dispose, a travers le coefficient de détermination
R?, d’une estimation de cette capacité, on devrait étre capable de formaliser la justification
donnée & la minimisation de S. Pour cela, pour chaque couple (fy, £1) de valeurs possibles des
parametres, on peut mesurer la capacité de X a déterminer le niveau de Y lorsque la valeur
des parametres est (fp, 31) par la quantité R?(8y, 31) définie par

(Y = Bo— BiXi)?
SCT

R*(Bo, 1) =1 —

On voit alors que chercher les valeurs des parametres qui donnent la capacité maximum de
X pour expliquer Y sont celles qui maximisent R?(8p,31) ou encore, celles qui minimisent
S(Bo, B1). Par conséquent, le couple de valeurs (g, 31) pour lequel R%(Sy, 51) est maximal est
évidemment (BO,BI)- K

Propriété 2.6 Dans le modéle de régression linéaire simple, si 3i,j tels que X; # X, alors on a

1. RP?=1 < 3(B,B7) eR2Y; = B3 + B Xi,Vi=1,...,n.
2. R2=0 < j3; =0.

Preuve :

1. En utilisant les définitions de R? et de &; on a

n
R?=1 <= SCR=0 < ) & =0 <<= 4=0,i=1,....n
i—1
< }/;‘:BO‘i‘BlXZ’, 1=1,....n

ou la derniére équivalence provient de I’égalité Y; = f/ﬁ—éi et de la définition de }A/Z On
voit donc que I’équivalence du premier point de la propriété est obtenu en choisissant
B = Po et b7 = 1.

2. Toujours avec les mémes définitions, on a

Y;

R*=0 <= SCE=0 <= > (¥;-Y)?=0 Y, i

<~
=1
<~

1,...,n
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En utilisant la définition des f/i, les dernieres égalités sont équivalentes a

A

bi(Xi—X;)=0,4,j=1,...,n
Ces n? égalités sont toutes vraies si et seulement si
X=X, i,jzl,...,nouﬁlzo
La premiére condition étant exclue, on obtient donc R? =0 «— 5’1 = 0.

Remarque 2.10

1. Le premier point de la proposition 2.6 montre clairement que lorsque R? = 1 on estime que Y;
est uniquement déterminé par X;, ¢ = 1,...,n. Dans ce cas, pour tout individu %, les facteurs
autres que X; pouvant affecter le niveau de Y; sont inexistants. Dans la formulation du modele
de régression linéaire simple, cela revient a écrire que ¢, =0 pour ¢ = 1,...,n, et qu’on peut
écrire Y; comme une fonction affine de X;. La condition C'2 est dans ce cas :

d6p e R,361 € Rt.q. Y; = Fg+ f1z;, 1=1,...,n.

La preuve de la proposition 2.6 montre que les réels By et 81 qui satisfont les n égalités de
la condition C’2 sont donnés par Bo et 5’1, respectivement. Tous les points de coordonnées
(X;,Y;),i=1,...,n, appartiennent a la droite d’équation y = Bo + By

2. Le second point montre que lorsque R?> = 0, on estime que Y; n’est déterminé que par des
variables autres que X;. Autrement dit, on estime donc que lorsque X; varie, cela n’engendre
aucune variation de Y;. Dans le contexte d’un modeéle de régression linéaire simple, dans lequel
on suppose que Y; = [y + 51 X; + €;, cela revient a estimer que 1 = 0. C’est précisément ce
que dit Dégalité B, = 0.

3. Le premier point de cette propriété laisse suggérer qu’il existe une relation entre le coefficient
de détermination et le coefficient de corrélation linéaire empirique. On rappelle que le coef-
ficient de corrélation linéaire empirique entre les variables X et Y, noté r(X,Y), est défini
par

i (X - X)(Y;i - Y)

VI (X = X2 (Y - V)2

Il permet d’évaluer I'intensité d’une liaison linéaire entre X et Y. On peut donc s’attendre a ce

r(X,Y) =

que ce coefficient soit lié au coefficient de détermination, puisque ce dernier mesure le pouvoir
explicatif de X sur Y au travers d’une liaison linéaire du type Y; = Gy + 81X, perturbée par
un terme ¢;. L'intensité de cette liaison linéaire sera d’autant plus forte (et donc |r(X,Y)|
proche de 1) que l'influence des ¢; sera faible. C’est précisément ce qu’indique le coefficient
de détermination R?. La propriété suivante formalise cette remarque.

Propriété 2.7 Dans le modéle de régression linéaire simple, on a R? = r(X,Y)2.

Preuve : On rappelle que Y coincide avec la moyenne des valeurs ajustées (voir la remarque 2.8).
Par conséquent

?:%Zﬁ:%Z(BO‘i‘BlXi):BO‘i‘BlY
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Donc
Z( Vi — ?)2 = Z(BO + BlXi - Bo + ﬁ17)2 = B% Z(XZ - 7)2
=1 i=1 i=1

S (X - X - 7))
(X - X2

= — Z(XZ —7)2 =

— — 12
(X =XV -Y) | &
im1 (X — X)? P

A

ou pour obtenir la derniére égalité, on a utilisé I’expression (2.24) de /31. Le résultat découle
directement de 'utilisation de cette expression dans la définition de R2.

Remarque 2.11 (Coefficient de détermination dans un modéle ou la relation n’a pas
de terme constant) Finalement, remarquons que la formule du R? et son interprétation reposent
sur la décomposition (2.25) du théoreme 2.5. Celle-ci a été obtenue en utilisant les égalités de la
propriété 2.5. Or la premiere de ces égalités n’est en général pas vérifiée dans un modele de régression
linéaire dans lequel on impose By = 0 (Exercice : vérifier cette affirmation). Par conséquent, dans un
tel modele, les propriétés du coefficient R? et son interprétation ne sont plus valables. Cependant,
la propriété 2.6 et les observations faites aux remarques 2.9 et 2.10 permettent de donner une autre
interprétation au R2, et & partir de la, d’en proposer une extension adaptée au cas oil on suppose
Bo = 0. Pour cela, on envisage successivement deux contextes possibles.

Si on place dans le contexte ot on suppose que la variable exogéne n’a aucun pouvoir explicatif
sur la variable endogene, alors 81 = 0 et si on estime le modele sous cette condition, les valeurs
ajustées obtenues, notées f/io, sont alors }A/Z-O =Y pour tout i = 1,...,n (Exercice : vérifier ceci). Si
maintenant on se place dans le contexte ou rien n’est dit a priori sur le pouvoir explicatif de la
variable exogéne, on a évidemment Y, = 5’0 +61X;,i=1,...,n. Par conséquent, on peut interpréter
(Vi—YP)? = (Y;—Y)? comme la distance entre les ¢ valeurs ajustées obtenues dans chacun des deux
contextes, et Z?Zl(f/i —Y)? comme la distance totale entre toutes ces valeurs ajustées. Si le pouvoir
explicatif de la variable exogene est effectivement faible (ou nul), alors I'estimation effectuée dans
chacun de ces deux contextes et les valeurs ajustées correspondantes devraient étre peut différentes.
Autrement dit on devrait avoir dans ce cas Y; peu différent de ¥ pour tout i et donc 37, (V; — Y)?
proche de 0. Or ce terme est le numérateur du coefficient R? et celui-ci devrait donc également étre
proche de 0. Ceci est précisément I'interprétation de la valeur de R? donnée dans le second point
de la remarque 2.9.

On peut alors maintenant reprendre ce méme raisonnement lorsqu’on considére un modele dans
lequel la relation ne contient aucun terme constant, i.e., Y; = 51 X; +¢;, ¢ = 1,...,n. Dans ce cas,
si on suppose que la variable exogéne n’a pas de pouvoir explicatif (i.e., 51 = 0) et qu’on utilise
cette hypothese pour I'estimation du modele, les valeurs ajustées obtenues sont }Aff = 0 pour tout

i =1,...,n (Exercice : montrer cela). Si maintenant aucune hypothese n’est faite a priori sur ce
pouvoir explicatif, alors Y; = 1 X;, i = 1,...,n, oi 41 est obtenu en minimisant Y7, (Y; — 51 X;)?.

La distance totale entre les valeurs ajustées obtenues dans chacun de ces deux contextes est donc
a présent Yo (Vi — Y0)? = Y, V2.

Si comme précédemment, on évalue le pouvoir explicatif de la variable exogéne en examinant
la distance totale entre les valeurs ajustées obtenues dans ces deux contextes, on



2.4. MESURE DE LA QUALITE DE L’ESTIMATION PAR MOINDRES CARRES ORDINAIRES45

On termine cette section en rappelant les propriétés élémentaires du coefficient de corrélation

linéaire empirique.

Propriété 2.8
1. r(V,X)=r(X,Y) e [-1;1].
2.r(X,)Y)=1 < Ja €]0,+o00[,Fb € R, Y; = aX; +b Vi = 1,...,n. De plus, r(X,Y) =
-1 <= Ja€]—00,0[,IER, Y, =aX;+bVi=1,...,n.

Pour démontrer ces propriétés, il est commode d’introduire la notation suivante : X x y = > i (X;—

X)(Y; —=Y). Ainsi, on peut réécrire r(X,Y) = Sxy//Ex x2vy -

Preuve : 1. La propriété de symétrie résulte directement du fait que ¥ x y = Yy, x. Pour tout réel

A, on peut former

n

— 12
YAX4YAX+Y = Z {()\Xi +Y;) - (AX + Y)}
i=1
En développant, on peut écrire

n

SAXAYAX4+Y = D [A(X@' - X)+ (Y - 7)} g MExx +Zyy +2)2xy  (2.26)
i=1

Cette expression permet de considérer Xy x 4y, x4y comme un polynome en A € R.

On note que ce polynéme est toujours positif ou nul (il peut s’exprimer comme une

somme de carrés). Par conséquent, son discriminant doit nécessairement étre négatif

ou nul. Autrement dit, on doit avoir 42%(7Y—42X7Xzy7y < 0, ou encore zxzi(izyyy <1,
c’est & dire 7(X,Y)? < 1. D’ou le résultat.

2. Supposons qu’il existe des réels a et b, avec a # 0, tels que Y; = aX; + b, pour tout

i=1,...,n.OnaY; —Y = a(X; — X) pour tout i et on vérifie alors facilement
que Yyy = a22X7X et que Xxy = aXx x. Par conséquent, r(X,Y) =1sia >0 et
r(X,Y)=—-1sia<0.
Supposons maintenant que |r(X,Y)] = 1, ou de maniére équivalente, que
r(X,Y)? = 1. Cela équivaut aussi a E%{,Y = X x, x2y,y. Le discriminant du polynéme
introduit en (2.26) est alors nul et il admet une racine unique, notée A\*. D’apres
(2.26), on peut écrire

n
_ 2

Y-+ m-7) =0

i=1
Cette somme de carrés est nulle si et seulement si tous les carrés sont nuls. On doit
donc avoir \*(X; — X))+ (Y; —Y) =0, Vi=1,...,n, ou encore

Yi=aX;+0b, 1=1,...,n

avec a = —\* et b = \*X + Y. Finalement, on étudie le signe de a. Notons que la
racine A* est égale a —Xx y /Y x x. Donc, sous 'hypothese initiale que |r(X,Y)| =1,

onaa>0 < Xxy >0 < r(X,)Y)=1letdonca<0 < Xxy <0 <
r(X,Y)=-1.
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2.5 Estimation des variances

2.5.1 Estimation de la variance des termes d’erreur

Comme on le verra dans la section suivante, on ne peut se contenter d’une simple estimation
de By et de B1. On souhaite par exemple disposer d’'une mesure de la précision de I'estimation
obtenue. Puisque les estimateurs des moindres carrés ordinaires sont sans biais, on peut mesurer
leur précision par la variance de ces estimateurs. Nous avons vu dans la propriété 2.4 a ’équation
(2.16), et dans le corollaire qui suit, que les variances des estimateurs des moindres carrés ordinaires
dépendent de la variance o2 des termes d’erreur ¢;. Or la valeur de celle-ci est inconnue. Dans cette
section, on présente une fagon d’estimer cette variance basée sur le résultat suivant.

Propriété 2.9 Dans le modéle de régression linéaire simple, si les paramétres By et B1 sont iden-
tifiés, on a

E( Zé?) = (n—2)0?

=1
Preuve : On a
=Y, —Yi=PBo+ 5 Xi+ei—Bo— hXi [par définition des f/;]
=Bo+BiXi+ei — Y +HX — B X; [par définition de f]

=00+ 51 X;+e—Bo— X —F+ ﬁly — ﬁlXi [par calcul de Y]
= —F—(X; = X)(B1 — B)

Donc
e‘fg = E? +52 + (XZ — 7)2(,31 — ,31)2 — 2€Z(XZ — 7)(31 — ,31) — 2,2+ 2§(XZ — 7)(31 — ,31)

et

n n n n

Zé?:Ze + nz? +61 ZZ —2ﬁ1 Z g; — 2nz>
=1 =1 =1 =1
n

+28(B1 — B1) D (X; (2.27)

i=1

Le dernier terme du membre de droite est nul. D’autre part, d’apres 'expression (2.24), le
numérateur de 5’1 peut s’écrire

SO(X - X0 = 3 (X: = X) (B + BiXs + =)
i=1 =1
(X =) 4 A S (X T)X 43 (X - X
=1 =1 =1
= ,31 i(Xz — Y)Xz + zn:(XZ — 7)52

i=1 i=1
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car 31 1 (X; — X) = 0. Par conséquent

B = i1 (X —X)Yz‘ _ 5 i (X — X)Xz n i1 (X —z)ﬁz
i (X = X)X; (X = X)X Y (X - X)X
et donc . .
By — B = =1 (Xi — )962
i (X — X)?

Par conséquent S-7 (X; — X)e; = (81— B1) 271 (X; — X )2 et en utilisant cette expression
dans (2.27), on peut écrire

ié? = iai — (B1 - B1)’ zn:(Xz‘ —X)? —ng’
=1 =1 i

Si & présent on calcule ’espérance, on obtient

n n n

E(Z &) = ZE(&?) +E[(B1 - 1) Z(Xl —X)? - nEE? [linéarité de espérance]
i=1 i=1 i=1

=no? —V(B1) Z(XZ - X)? - % Z ZE(aisj) [condition C'4; E(B1) = f1]
i—1 [t
1 .

=no’ —o* - = Z E(e?) [condition C'4; expression de V(f1)]
=

2_ 2 2

=nNo —o0 —O0

Corollaire 2.2 Dans le modéle de régression linéaire simple, la variable aléatoire 62 définie par
n
A2 1 A2
g = 52‘
n—2“
=1

est un estimateur sans biais de 0. On a E(6?%) = o2.

2.5.2 Estimation de la variance des estimateurs des moindres carrés ordinaires

Comme mentionnné a la remarque 2.5 les variances des estimateurs des moindres carrés ordi-
naires ne sont inconnues que parce que o2 'est. Cependant, le résultat précédent nous permet de
former des estimateurs des variances.

Propriété 2.10 Dans le modéle de régression linéaire simple, si les paramétres By et 81 sont iden-
tifiés, les variables aléatoires V() et V(1) définies par

2
. | X 505 67
V(B =62 | = — t V(b1) = X
(Bo) = 6% |~ + X x| ¢ (B1) n(X;— X)?

sont des estimateurs sans biais de V(o) et V(f31), respectivement.

Preuve : 1l découle directement de 'expression des variances et du corollaire 2.2 que E[\A/(Bk)} =
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Chapitre 3

Le modele de régression linéaire
simple : tests et régions de confiance

Dans cette section, on s’intéresse d’une autre maniére aux parametres d’intérét du modele de
régression linéaire simple. Le probleme d’inférence abordé est celui des tests d’hypotheses sur ces
parameétres. La démarche sera évidemment celle rappelée a la section section 10.3.2. L’assimilation
de cette section est donc un préalable a la lecture de ce chapitre.

3.1 Contexte : le modele gaussien

Jusqu’a présent, on a étudié le probleme de ’estimation des parameétres du modele de régression
linéaire simple. Les propriétés qu’il est possible d’établir pour les estimateurs dépendent de la
maniére dont a été spécifié le modele. Ainsi en s’appuyant sur les conditions C1 a C2, il a été
possible de montrer que ﬁo et Bl sont des estimateurs sans biais de §y et ;. En rajoutant la
condition C3, on a pu établir que parmi tous les estimateurs linéaires et sans biais de (1, ﬁl était
celui qui avait la plus petite variance.

Si on s’intéresse maintenant & un probléeme de test, la démarche est similaire. On peut com-
mencer par proposer un test, puis en utilisant les conditions qui spécifient le modele, on étudie les
propriétés de ce test. Puis parmi tous les tests envisagés, on cherche éventuellement le meilleur.

On sait, comme cela est rappelé dans la section 10.3.2, que pour établir les propriétés d’'un
test et choisir un test optimal il est nécessaire de pouvoir effectuer des calculs de risques. Ces
derniers étant définis comme des probabilités de commettre des erreurs, il faut pour cela disposer
de lois permettant de faire les calculs de probabilité. Notons que dans le modele de régression
linéaire simple tel que défini par les conditions C1, C2 et C3, rien ne nous permet de faire de tels
calculs, dés que ceux-ci portent sur des statistiques qui sont des fonctions de Yi,...,Y,. Il faut
donc compléter d’'une certaine maniere la définition du modele et lui ajouter des conditions qui
permettront d’effectuer le calcul des risques.

Plusieurs approches sont possibles. Celle qu’on adopte (la plus simple) consiste & introduire dans
la définition méme du modele les lois permettant le calcul des probabilités d’erreurs. On modifie
alors la définition du modele de régression linéaire simple.

49
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3.1.1 Définition du modele gaussien

On modifie la définition du MRLS de maniére a introduire explicitement dans le modele une loi
de probabilité qui permet de calculer les risques des tests qu’on utilisera.

Pour définir le nouveau modele, on ajoute aux conditions C1 a C3 (ou C'1 & C'3) qui définissent

le MRLS, la condition C”N suivante :
C’'N. (e1,...,en) est un n-uplet gaussien

La section 9.1 regroupe tous les résultats et définitions relatifs a la loi normale et aux n-uplets
gaussiens qui seront utilisés dans ce document. On rappelle en particulier (voir la définition 9.1)
que n variables aléatoires forment un n-uplet gaussien si toute combinaison linéaire de ces variables
définit une variable aléatoire gaussienne (i.e., dont la loi de probabilité est une loi normale). On
rappelle également qu’un tel n-uplet peut étre vu comme un vecteur aléatoire de R™ (c’est a
dire un vecteur de R™ dont les coordonnées sont aléatoires). Finalement, on rappelle que comme
pour une variable aléatoire gaussienne (ou normale), la loi d’un vecteur aléatoire gaussien est
entierement caractérisée par le vecteur des espérances et par la matrice des variances-covariances
(voir la remarque 9.2).

Avec la condition C”N, on considére le n-uplet (e1,...,&,) comme les coordonnées du vecteur
aléatoire e. On a d’apres la condition C’3 et la définition des termes d’erreur :

0 g2 0 --- 0
0 o2 0 )
E)=1:]=0, V(e) = : — .| =0 I,
0 : : . :
0 0o --- o2

ou 0, désigne le vecteur nul de R™ et I, la matrice identité de R™ vers R™. Avec la condition
supplémentaire C”N, on aura donc € ~ N(0,,,0%1,). (Exercice : détailler ce raisonnement)

On s’apercoit donc que le modele de régression linéaire simple défini par les conditions C'1 a
C’3 et C"N peut aussi se définir de maniere équivalente par les conditions C'1, C'2 et C'N, ou cette
derniere est

C'N. Jo €10, +00[, € ~ N(0,,,0%1,).

On appelle modéle de régression linéaire simple gaussien (MRLSG par la suite) le modeéle défini
par les conditions C'1, C'2 et C'N. Ce modele servira de contexte dans lequel seront construits des
tests permettant de tester des hypotheéses formulées sur les parametres d’intérét.

Nous avons montré que le modele de régression linéaire simple admet deux définitions équiva-
lentes, 'une exprimée au moyen de conditions portant sur les propriétés de Yi,...,Y, et Pautre au
moyen de conditions portant sur les propriétés €1,...,e,. Il en est de méme pour le MRLSG, ainsi
que le montre la propriété suivante.

Propriété 3.1 Définissons Y = (Y1,...,Y,)T, X = (X1,..., X)) ete, =(1,...,1)T € R™. Les
conditions C'1, C'2 et C'N sont vérifiées si et seulement si les conditions C1 et CN le sont aussi,
la condition CN étant définie par

CN. 3B e R, 36 € R,J0 €0, 400, ¥ ~ N(,Bobn + 51X, UQIn).

Preuve : Exercice : montrer que si on suppose C'1, C'2 et C'N vraies, alors C1, C2 et CN le sont aussi,
et réciproquement.
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On peut formaliser la propriété précédente en introduisant une définition du MRLSG.

Définition 3.1 Soient (X1,Y1),...,(Xy,Yn) n couples de variables aléatoires dont les observations
sont notées (x1,Y1), ..., (Tn,yn). Le modéle de régression linéaire simple gaussien (MRLSG) de Y
sur X est un modéle statistique dans lequel les conditions C1 et CN sont satisfaites. De maniére
équivalente, ce modéle est également défini par les conditions C'1, C'2 et C'N.

L’animation de la figure 3.1 illustre la modélisation de la relation entre les variables explicatives
et expliquées retenue dans le MRLSG. ! Par rapport au modele de régression linéaire simple, le
MRLSG ajoute la condition que le n-uplet (Y7,...,Y,,) est gaussien. Pour représenter cet ajout de
condition graphiquement, on reprend le graphique de la figure 1.1 en y ajoutant une 3° dimension
(verticale) qui permet de représenter le caractére gaussien des variables expliquées Y7,...,Y,. La
droite représentant dans le plan la relation entre E(Y;) et x;, pour i = 1,...,n est d’abord tracée.
Pour chaque individu i, on représente par un e le couple d’observations (z;, y;) ainsi que, en utilisant
la dimension verticale, la densité (gaussienne) de Y; (courbe « en cloche »). Cette variable aléatoire
gaussienne est d’espérance E(Y;) et d’écart-type 0. On rappelle que ces deux parameétres déterminent
entierement la forme de la densité d’une variable aléatoire gaussienne. Plus précisément, ’espérance
détermine I'emplacement de la courbe de la densité (plus exactement de son axe de symétrie) et
Pécart-type détermine la forme de cette densité (son caractére plus ou moins aplati). Par conséquent,
dans le cas du MRLSG, les densités de Y; et Y; sont respectivement situées autour de E(Y;) et de
E(Y;) et ont le méme forme, puisque dans ce modele les écarts-type de Y; et Y; sont les mémes.

3.1.2 Propriétés des estimateurs dans le modele gaussien

L’ajout de la condition CN dans la définition du modeéle de régression linéaire simple permet
d’obtenir des résultats supplémentaires pour les estimateurs des moindres carrés ordinaires de [
et f31, ainsi que pour lestimateur de la variance o2. Il est commode d’introduire les notations

~ (Bo o )
= (61) th= <ﬁ1> (31)

ﬁ est donc un vecteur aléatoire de R? et 3 est un élément de R2.

suivantes :

Propriété 3.2 Dans le MRLSG, le couple (30,51) est gaussien. On a 3 ~ N(B,V) o V = c%v
avec

1. X -X _
Yy n im1 (X — X)? im1 (X — X)?
-X 1
in1 (X — X)? i1 (X = X)?

Preuve : Exercice

1. On rappelle que 'animation n’est visible qu’avec le lecteur Adobe Reader (voir page 5). Si vous ne disposez pas
de ce lecteur, 'animation est visible & http://gremars.univ-1ille3.fr/~torres/enseigne/ectrie/mrlsg.
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52 CHAPITRE 3. LE MRLS : TESTS ET REGIONS DE CONFIANCE

7 Yarers e 1

L2277
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Par rapport a l'individu ¢, la densité de 'individu j s’est déplacée, puisque
d’apres la condition CN elle doit étre symétrique autour de I'espérance E(Y}).
La condition CN implique par ailleurs la condition C3, qui impose que les
variances sont égales : V(Y;) = V(Y;) = o2. Par conséquent, la forme des
densités pour les individus ¢ et j est la méme (voir la section 9.1.1).

K< <aflD > ] =]+

FIGURE 3.1: Modélisation de la relation entre variables dans le modéle de régression linéaire gaussien

Corollaire 3.1 Dans le MRLSG, les estimateurs des moindres carrés ordinaires de [y et de (1
sont des variables aléatoires gaussiennes. On a

. 5,1 X2 . 52
il Crsrmexe) Vs )

Pour terminer cette section, on compléte le résultat obtenu sur la loi de ﬁ . On commence par
rappeler des définitions introduites dans la section 9.1.

Définition 3.2

1. La loi du x* & m degrés de liberté est la loi suivie par la somme des carrés de m wvariables
aléatoires gaussiennes N'(0,1) indépendantes. On note cette loi x*(m). Autrement dit, si
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(Z1,.-.Zm) est un m-uplet gaussien N (O, In), alors 377" Zj2 ~ x2(m).
2. La loi de Student a m degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire T définie par
Z
N
m
ou Z et C sont des variables aléatoires indépendantes, avec Z ~ N(0,1) et C ~ x%(m). On
note T' ~ Student(m).
8. La loi de Fisher a mi1 et mo degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire F' définie par

_ Cl/ml
Cg/mg

F

ou les variables aléatoires Cy et Cy sont indépendantes, avec Cy ~ x2(my), k = 1,2.

On admettra temporairement le résultat suivant, qui est une conséquence de la propriété 9.18.
i1 &
o2

de libertés. De plus, cette variable aléatoire est indépendante de (3.

Propriété 3.3 Dans le MRLSG, la variable aléatoire suit une loi du x? a (n —2) degrés

Corollaire 3.2 Dans le MRLSG, quels que soient les réels ag et a1 avec ag # 0 ou a1 # 0, on a

ao(Bo — Bo) + a1(fr — B1)
\/G%V(BO) +a}V(B1) + 2apa1cv(Bo, B1)

~ Student(n — 2)

ot \7(/3’0) et V(ﬁl) sont les variances estimées de ﬁo et ﬁl dont les expressions sont données a la
propriété 2.10, et &R/(Bo,[g’l) la covariance estimée entre By et 1, définie par

. -X
@ /80761 6-2 —
o) =0~ % — %

Preuve : Exercice
— Montrer que aoﬁo +ay 31 est une variable aléatoire gaussienne (utiliser la propriété 3.2).
— Calculer son espérance et sa variance
— Centrer et réduire cette variable afin de former une variable aléatoire qu’on note Z.
— Montrer que (n— 2)Z—§ ~ x%(n—2) et qu’elle est indépendante de Z (utiliser la propriété
3.3).
— Former un rapport ayant une loi de Student (utiliser la définition 3.2).
— Utiliser les expressions de V(BO), V(Bl), COV(BO, Bl) et de leurs estimateurs, puis sim-
plifier afin d’obtenir le résultat.
Un cas particulier important du résultat précédent est obtenu en choisissant (ag,a1) = (0,1) ou
bien (ag,a1) = (1,0).
Corollaire 3.3 Dans le MRLSG, on a pour k =0,1
M ~ Student(n — 2)
V(Bk)
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3.2 Test d’une hypothese sur 3,

3.2.1 Test de significativité

Le parametre (31 est le parameétre essentiel dans le MRLS(G). En effet, ce modele a été construit
afin de fournir un cadre d’étude d’une relation supposée exister entre X et Y. Plus précisément, ce
modele stipule que Y est une fonction affine de X et par conséquent la maniere dont Y dépend de
X peut se mesurer par 5, = g—}?. Une question essentielle (et qui a déja été abordée a la section

2.4.2) est celle de existence d’une telle dépendance.

Pour étudier cette question, on peut poser et résoudre le probleme de test suivant :
Hy:p1=0 Hy:B1#0

Si la procédure de test utilisée conduit a accepter Hy, on dira que le parametre (; n’est pas
significativement différent de 0, ou encore que (1 n’est pas significatif. Par extension, lorsqu’on
résout le probleme de test considéré ici, on dit que I'on fait un test de significativité de ;.

Résoudre ce probléme consiste a se fixer un niveau a € ]0,1[ puis a choisir une statistique
T, =T((X1,Y1),...,(X,,Y,)) et une région .7 de R tels que

1. Hj sera rejetée si et seulement si 'évenement T,, € 7 se réalise;
2. lorsque Hy est vraie, la probabilité que cet événement se réalise ne dépasse pas a.

La premiere condition définit le test au moyen duquel on choisit entre Hy et Hy. En reprenant la
notation de la section 10.3.2, ce test sera défini par

1siT, €T

0 sinon

QD((Xl,Yl), ey (Xn,Yn)) =

La seconde condition impose au test choisi d’avoir le niveau « : le risque de type 1 de ce test ne
dépasse pas a.

Pour un niveau « fixé, le choix de la statistique T}, (ou, de maniére équivalente, de la fonction T')
et de la région 7 tel que les deux conditions ci-dessus sont satisfaites n’est pas unique. Autrement
dit, pour le probléme de test posé, il existe plusieurs tests de niveau a. Pour choisir parmi deux
de ces tests, il faudra évaluer leurs risques de type 2 et retenir le test dont le risque de type 2 est
le plus petit. De maniére plus générale, en suivant approche due & Neyman et Pearson (voir page
249), il faut chercher parmi tous les tests de niveau « celui, s’il existe, dont le risque de type 2 est
le plus faible.

Comme pour le probléeme de I'estimation, on abordera dans un premier temps la résolution de
ce probléme par une approche intuitive ; on présentera ensuite une approche théorique, guidée par
I'approche usuelle des tests statistiques.

On mentionne finalement que toutes les définitions et résultats obtenus pour ; et le probleme
de test Hyg : B1 = 0 contre Hy : 51 # 0 se transposent directement au parametre d’ordonnée a
lorigine By en changeant simplement l'indice ; et indice o (sauf pour la désignation des hypotheses
Hy et Hy, bien entendu).
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3.2.2 Approche intuitive

Cette approche repose sur ’enchainement suivant. 81 n’est pas connu, mais nous pouvons en
avoir une bonne estimation, fournie par 5’1, le plus précis des estimateurs linéaires sans biais de ;.
Pour décider si 51 est nul (Hy est la bonne hypotheése) ou pas (H; est la bonne hypothéese), on peut
se baser sur 'observation de la valeur de ﬁl. En effet, puisque ce dernier est un bon estimateur
de (1, il est probable d’observer que Bl est proche de 0 lorsque 81 = 0, i.e., lorsque Hy est vraie.
Autrement dit, si on est amené a observer que /3’1 est éloigné de 0, on observe un évenement dont la
probabilité d’occurrence est faible lorsque Hy est vraie. On juge alors que Hy n’est pas vraisemblable
au vu de ce qu’on observe et on rejette Hy.

Dans une telle approche, il faut se fixer un seuil s, avec s € ]0, +oo[, permettant d’exprimer
« /3’1 est trop éloigné de 0 » au moyen d’une inégalité telle que | /3’1\ > s. En reprenant la démarche
générale de construction des tests exposée dans la section 10.3.2, la statistique T, est ici égale
a |Bl| et la région critique .7, constituant I'ensemble des valeurs de la statistique qui sont peu
vraisemblables lorsque Hj est vraie, est 7 = |s, +00[. L’événement T,, € .7 conduisant au rejet de
Hy est donc bien |3] > s.

Le nombre s désigne le seuil au dela duquel 5’1 est jugé trop éloigné de 0 pour que Hj soit une
hypothese plausible. La question du choix de s reste posée. Pour guider ce choix, on fait appel a la
condition de niveau qui impose que Py, (T}, € J) < « (voir I'inégalité (10.1) et les commentaires

qui accompagnent, page 249). Cette inégalité s’écrit encore
Py (1f1] > ) < a (3.2)

Choisir s de maniére que le test ait un niveau « revient a résoudre en s l'inégalité (3.2). La
probabilité qui en constitue le membre de gauche est déterminée par la loi de la variable aléatoire
pr.

Les résultats obtenus dans la section 3.1 nous permettent pour n’importe quel réel s > 0 de
calculer le membre de gauche de l'inégalité (3.2). En effet, d’apres le corollaire 3.3, la loi de la

variable aléatoire \5% est connue et on peut écrire
1

Pry(181] > 5) = 1 = Prgg(—s < B < s)
_1_p, _3_/81< B — B < S—ﬂ1)
VB~ VGB) T VB
:1_pHO<—87—/31< 8—51>

Thno9 < ——
Sy T Gy

ol 7,2 est une variable aléatoire suivant une loi de Student a (n—2) degrés de liberté et ou Frn—2)
désigne la fonction de répartition de cette loi.

Comme la notation Pp, 'indique, cette probabilité doit étre calculée en supposant Hy vraie.
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Dans ce cas, 1 =0 et

Py (1P1] > 5) =1- {FT(nfz)(%) - FT(n72)(ﬁ)} = 2[1 - FT(n,Q)(ﬁ)}

ou la derniere égalité provient de la symétrie autour de 0 de la densité de la loi de Student(n — 2).

Par conséquent, la contrainte portant sur le niveau du test, exprimée par I'inégalité (3.2), s’écrit

Pry(B1] > 9) Sa = 2{1= P (7)< 0 = Fra-a(R5y) 21-3

Comme F7(,_9) est continue et strictement croissante, la derniére inégalité s’écrit

5
V(61)

Le membre de droite de cette inégalité est par définition le quantile d’ordre 1 — § de F,(,_2), ou

> Fp 51— %)

encore le quantile d’ordre 1 — § de la loi de Student a n — 2 degrés de liberté. On notera Tn—2;1—¢
ce quantile. Finalement, le test de la forme « On rejette Hy et on accepte H; si on observe que

|B1| > s » aura le niveau « si le seuil s est choisi de sorte que

s> Tn72;17% V(Bl)

On note qu’a ce point, I'imposition de la contrainte (3.2) ne permet pas de dégager une valeur
unique de s. Pour cela, on s’intéresse au risque de type 2. On rappelle que la démarche consiste
a choisir parmi un ensemble de tests ayant tous un niveau «, celui (ou ceux) pour le(s)quel(s) le
risque de type 2 sera toujours le plus faible.

On consideére ici les tests de la forme « On rejette Hy et on accepte Hi si on observe que
|[§’1| > 8 »,avec s > Tp_g1-g \7(31) . Pour tout test de cette forme, le risque de type 2 s’exprime

comime 2

P (1B1] < 5)

ol la notation Pp, indique que la probabilité est calculée en supposant H; vraie, c’est a dire en
supposant 1 # 0. La valeur de cette probabilité dépend de la valeur de fB; (# 0) choisie pour
effectuer le calcul. Cependant, quelle que soit cette valeur, on voit que cette probabilité est une
fonction croissante de s.? Par conséquent, si on cherche le test de la forme donnée ci-dessus ayant
le plus petit risque de type 2, il faut choisir le seuil s le plus petit possible. Sachant que pour que

le test soit de niveau « il faut que s ne soit pas plus petit que Tn—2;1-2 V(ﬁl) , on est conduit a
choisir

§ = Tu—z1-2 \/V(B1)
Le test ainsi obtenu consiste donc a rejeter Hy : f1 = 0 et & accepter Hy : 81 # 0 au niveau « si on

observe | /3’1\ > Tpog1-g \7(/3’1) , ou, de maniére équivalente, si on observe
B
V(51)

2. On rappelle que le risque de type 2 est la probabilité que ’on a de rejeter H; lorsque cette derniere est supposée

> Tp—2;1-2

vraie (voir la section 10.3.2.3).
3. Pour toute variable aléatoire réelle U et pour toute paire de réels (s1, s2) tels que s1 < s2, 'événement U < s;
implique I’événement U < sz et il est donc au moins aussi probable d’observer le second que le premier.
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Ce test est appelé test de Student, qu’on définit formellement.

Définition 3.3 Dans le MRLSG, on appelle test de Student de niveau o de Hy : 1 = 0 contre
Hy: By #0 le test défini par :

On rejette Hy et on accepte Hy si on observe |T| > Tn—2;1-2 ; ON rejette Hy et on accepte
Hy sinon

ot Tn—2;1-g est le quantile d’ordre 1 — 5 de la loi Student(n —2), et T' est la statistique définie par

N

Sl

T=—F—
V(1)

et appelée statistique de Student (ou « T » de Student) associée a H.

Sous la formulation précédente du test, la statistique de test est |T'| et la région critique est
]Tn_z;l_%, +oo[. Pour reprendre la notation de la section 10.3.2, le test de Student de niveau « est
défini par
1si ’T‘ > T, _92.1—&

@((Xl’yi)’a(Xn’Yn)) = nTAT

0 sinon

3.2.3 Approche théorique

Dans la section précédente, le test a été introduit en partant d’un principe raisonnable : By est
une bonne approximation de §; et si Hy est vraie, il est peu probable d’observer un événement tel
que | 5’1| > s, pour une valeur bien choisie de s. Dans une telle approche, la forme du test (décider
Hj si |B1] > s) est donnée a priori et il reste & chercher le meilleur des tests de niveau o parmi les
tests ayant cette forme.

Dans une approche théorique de construction d’un test pour résoudre le probleme Hgy : 51 =0
contre Hy : B1 # 0, on ne se limite pas & chercher le meilleur des tests ayant une forme donnée,
mais on cherche plutot le meilleur test.

Comme rappelé dans la section 10.3.2.4, les tests sont évalués sur la base de leurs risques (types
1 et 2) et le meilleur test pour un probléme de test donné est un test UPP au niveau « : c’est un
test de niveau « dont le risque de type 2 est inférieur (ou égal) a celui de tout autre test de niveau
.

Dans le cas du MRLSG dans lequel on veut tester Hy : 51 = 0 contre Hy : 51 # 0 on ne peut pas
montrer qu’un test UPP au niveau a existe. Autrement dit, on ne peut exhiber un test meilleur que
tous les autres. Pour lever cette « indétermination » dans le choix du test & utiliser, on utilise une
approche similaire a celle suivie dans la section 2.2 pour résoudre un probléme d’estimation : pour
estimer un parametre, on a cherché le meilleur estimateur dans un ensemble d’estimateurs ayant
des propriétés (souhaitées) données. Ici, lorsqu’on veut résoudre un probléeme de test, on cherchera
le meilleur test parmi tous les tests ayant des propriétés souhaitées. Parmi les bonnes propriétés
qu’on peut attendre d’un test, on retrouve la notion d’absence de biais (voir la définition 10.1) On
rappelle qu’'un test sans biais est un test pour lequel, quelle que soit la décision considérée, il est
toujours plus probable de prendre cette décision lorsqu’elle correspond & une bonne décision que
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lorsqu’elle correspond & un mauvaise décision (voir les commentaires qui suivent la définition 10.1).
Plus formellement, si le test est basé sur une statistique 7, = T'(X1, Y1, ..., X,), et est de la forme
« on décide H; si on observe I'évenement T), € 7 » * alors ce test est de niveau « et sans biais deés
que

PH@(Tn € y) SO(SPHl(Tn S y)

La démarche consistant a rechercher le/les meilleur/s test/s parmi les tests sans biais au niveau
a est plus difficile a suivre que celle utilisée pour déterminer le meilleur estimateur (linéaire et sans
biais) des parametres du modele. Aussi on ne présentera pas la preuve du résultat principal de cette
section.

Théoréme 3.1 Pour tester Hy : f1 = 0 contre Hy : f1 # 0 dans le MRLSG, le meilleur test parms
tous les tests sans biais au niveau o est le test de Student de la définition 3.3.

Ce résultat dit que (1) le test de Student est un test sans biais au niveau « et que (2) il n’existe
pas d’autre test sans biais au niveau o — donc semblables au test de Student en ce qui concerne le
risque de type 1 — dont le risque de type 2 soit plus petit que celui du test de Student. Le but étant
de chercher des tests ayant les plus petits risques possibles, ce résultat est un résultat d’optimalité
du test de Student, dans le contexte du MRLSG.

3.2.4 Test d’une valeur quelconque de 3,

On s’est intéressé, pour les raisons qu’on a évoquées au début de la section 3.2.1, & un probléme
de test qui revenait a décider si 51 valait 0 ou non. Méme si la valeur 0 surgit naturellement dans
beaucoup de problemes de tests, on peut étre intéressé par des probléemes dans lesquels la valeur

testée est quelconque.

Soit b un réel connu. On veut tester Hy : $1 = b contre Hy : f1 # b. En suivant 'approche
développée dans la section 3.2.2, on note que si Hy est vraie, la distance entre 81 et b est nulle. On
basera donc le test sur la distance entre ﬁl et b et on rejettera Hy si on observe que cette distance
est trop grande. Le test sera donc basé sur 'inégalité |31 — b| > s. La démarche est ensuite la méme
que dans la section 3.2.2. On choisit d’abord s de maniere que le test soit de niveau «, « étant fixé
a priori. On doit donc résoudre en s 'inégalité P, (|81 — b| > s) < . En effectuant les mémes
développements qu’en 3.2.2, on obtient

R )

et comme on suppose Hy : b = (51 vraie, cette probabilité est simplement 2[1 — Frng) (ﬁ)}
1

Pour que le test soit de niveau «, il faut donc que s soit supérieur a Tn—2;1-2 V(ﬁl) . Par ailleurs,
la minimisation du risque de type 2 conduit a choisir s = Tn—2;1-& \/\A/(Bl) .
Le test consiste donc a rejeter Hg : f1 = b et a accepter Hy : 51 # b au niveau « si on observe
fr1—b
V(51)

4. Pour reprendre la notation de la section 10.3.2, le test, noté ¢, est défini par ¢, =1 <— T, € 7.

> Tp—2;1-2
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On a définition semblable a celle introduite précédemment dans le cas ot on avait choisi b = 0.

Définition 3.4 Dans le MRLSG, on appelle test de Student de niveau o de Hy : S1 = b contre
Hy: By #0b le test défini par :

On rejette Hy et on accepte Hy si on observe |T'(b)| > Tn-2;1-2 | on rejette Hy et on
accepte Hy sinon

ot T'(b) est la statistique définie par
p1—0b
V(5)
et appelée statistique de Student (ou « T » de Student) associée da Hy.

T(h) =

Il reste a montrer que ce test possede de bonnes propriétés. Pour cela, définissons les va-
riables Z; = Y; — bX;, ¢ = 1,...,n et considérons les implications de C1 et CN sur les couples
(X1,721),...,(Xn, Zy,). La condition C1 ne portant que sur Xi,..., X, est évidemment satisfaite.
Par ailleurs, si CN est satisfaite, alors on en déduit (en utilisant une démarche identique a celle
utilisée dans la preuve de la propriété 3.1) que le vecteur Z défini par Z =Y — bX est gaussien.
Avec la condition C1, on calcule alors aisément

E(Z;) = E(Y; — bX;) = Bo + (61 — b)X;
cov(Z;, Zj) = cov(Y; — bX;,Y; — bX;) = cov(Y;,Y))
Par conséquent, 36 € R,30; € R,Joz € ]0,00[ t.q. Z ~ N(Sotn + 61X ,0%1,,). Autrement dit si

on a un MRLSG pour les couples de variables (X1,Y7),...,(X,,Y,), alors on a aussi un MRLSG
pour les couples (X1, 21),...,(Xn, Zyn).” Les parameétres des deux modeles sont reliés par

do = o h=p—-b et oz=0

Si on se place dans le MRLSG pour (X1, Z1), ..., (X, Zy), les résultats des sections précédentes
permettent de dire que pour tester Hg : 01 = 0 contre H; : §; # 0 au niveau «, le meilleur des tests
parmi les tests sans biais au niveau « est le test de Student. Il consiste a rejeter Hy au niveau « si
on observe que

01
|~ Th-21-%
V(61)
ol &) et V(Sl) sont respectivement l’estimateur des moindres carrés ordinaires de d; et ’estimateur
de la variance de ce dernier, obtenus par les méthodes du chapitre précédent. On a en particulier

Yii(Zi — Z2)X;
(X — X)?

S

1=

Par définition des Z; on a Z =Y — bX, et le numérateur ci-dessus s’écrit

n n n

NZi-2)Xi =) [Yi-Y - b(X; - X)]X; => (Y, - Y)X; - bi(Xi -X)X;
i=1 i=1 i=1 =1

5. Ces deux modeles sont en fait identiques puisque la réciproque est vraie : si C1 et CN sont vérifiées pour les
couples (X1, 21),...,(Xn, Zn), alors elles le sont aussi pour les couples (X1,Y1),..., (Xn, Yn).
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Donc

5 = S Y -Y)X, — b (Xi — XX Y- 7_)Xi b= B —b
(X = X)? (X = X)?

D’autre part
bo=Z-6X=F-bX)— (B —-bX=Y X =}

Finalement, pour calculer V(Sl), on utilise la formule donnée a la section 2.5. On a

V1) = 2
O =S ® —x7

ol 6% est 'estimateur de la variance 0% des Z; présenté & la section 2.5, basé sur les résidus de
I'estimation de dy et de é; par moindres carrés. Le i° résidu est

Zi — Zi = Y; — bX; — (6o + 61.X;)
En utilisant les expressions obtenues pour b0 et &, on obtient
Zi—Z; =Y; —bX; — (Bo + P1Xi —bX;) =Y — o — 1 Xi = &

Par conséquent
1
n—2

n
6% = > (Zi— 2;)* =
i=1
et donc V(81) = V(531).
On vient de montrer que la statistique sur laquelle est basé le test de Student pour tester §; = 0
contre 91 # 0 s’écrit

o0 Bi-b
\/ V(1) \/ V(B)
Le test de Student de la définition 3.4 servant a tester 81 = b contre 51 # b et le test de Student
servant a tester d; = 0 contre §; # 0 sont donc définis par le méme événement (la méme inégalité).

De plus, puisque 1 = b <= J§; = 0, les hypotheses testées sont les mémes. Par conséquent
les deux tests ont les mémes risques de type 1 et de type 2 et ils conduisent toujours tous les
deux a la méme décision. Par conséquent, ces deux tests sont les mémes. L’optimalité (directement
déduite du théoreme 3.1) obtenue dans le MRLSG pour (X3, Z1), ..., (X,, Z,) est donc équivalente
a optimalité du test de la définition 3.4. On a donc démontré la propriété suivante.

Propriété 3.4 Dans le MRLSG, pour tester Hy : 1 = b contre Hy : B # b, le test de Student
défini par

On rejette Hy et on accepte Hi au niveau o si on observe

est le meilleur parmi les tests sans biais au niveau a.



3.2. TEST D’UNE HYPOTHESE SUR 3, 61

3.2.5 Test d’une inégalité sur 3,

Dans les probléemes de test étudiés jusqu’a présent, 'hypotheése nulle spécifie que (1 est égal
a une valeur donnée b. Il existe des situations dans lesquelles ce n’est pas la valeur de ;1 qui est
intéressante en soi, mais simplement son signe. On sait en effet que si 5y est positif, alors Y varie
dans le méme sens que X, et en sens opposé si 51 est négatif. Il est dans ce cas intéressant de
pouvoir disposer d’un test de Hy : 81 < 0 contre Hy : 1 > 0. De maniere plus générale, on peut
étre amené a tester Hy : f1 < b contre Hy : 51 > b, ou b est une valeur donnée et connue.

On a le résultat suivant.
Propriété 3.5 Dans le MRLSG, pour tester Hy : f1 < b contre Hy : $1 > b, le test de Student
défini par
On rejette Hy et on accepte Hy au niveau o si on observe W > Tp_2:1—a

est le meilleur parmi les tests sans biais au niveau a.

On prendra soin de noter que la contrainte de niveau de ce test (le risque de type 1 ne dépasse
pas «) impose d’utiliser le quantile d’ordre 1 — « de la loi de Student & n — 2 degrés de liberté (et

non le quantile d’ordre 1 — § comme auparavant).
La forme du test peut se comprendre aisément. Si Hy est vraie, alors il est probable d’observer

de petites valeurs de \/5\;7;6 Si ce n’est pas le cas, c’est a dire si cette statistique dépasse un
1

certain seuil s, on décidera que H; est vraie. Le choix du seuil est guidé comme précédemment
par la contrainte sur le risque de type 1. La difficulté supplémentaire par rapport aux problémes
de test étudiés précédemment, est qu’ici, méme si Hy est supposée vraie, la loi de \/%7;}’ n’est
pas connue, et on ne peut donc pas calculer le RT'1. Ceci n’est pas un obstacle puisqu’il falllt noter
que dans 'approche classique des tests d’hypotheses, on n’a pas besoin de calculer de RT1, mais
simplement de s’assurer qu’il est borné supérieurement par le niveau a qu’on a choisi, ce qu’il est
facile d’obtenir ici. Pour un seuil s, le RT1 est la fonction qui a tout 51 €] — oo,b] (i.e., Hy est

supposée vraie) associe la probabilité de décider Hy

pHO(M > 5)

N

V(B

Or pour tout 31 < b, . R
51 —-b < /81 - ,81
aCRATCD

et donc

P (Dl ) <py (PP ) (5.3

D’apres le corollaire 3.1, B ;/_(51 ~ Student(n — 2), et la probabilité du membre de droite de

1
(3.3) est inférieure ou égale & « si et seulement si s > 7,_2.1_. Donc pour tout choix de s dans

[Th—2:1—a; +00[, le RT1 (membre de gauche de l'inégalité 3.3) sera inférieur ou égal & a.
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Pour choisir un seuil dans cet intervalle, on procéde comme précédemment, en s’intéressant au
risque de type 2. Celui-ci est défini par des probabilités de la forme
3 —b
PH1 (751 — S S)
V(p1)

On voit alors que si veut choisir le seuil s € [7;,—2,1—q; +00[ de maniére a minimiser ces probabilités,
il faut prendre la plus petite valeur possible, i.e., s = T,,—2.1—q.
On vient d’obtenir le test de la propriété 3.5. Il reste a montrer que ce test est optimal parmi

les tests sans biais au niveau a. Comme précédemment, ce résultat sera admis.

3.3 Tests d’hypotheses portant sur 5, et 5,

Jusqu’a présent, les hypotheses formulées ne portent que sur un seul des deux parameétres. Le
cas de (1 a été traité en détail et celui de By se traite par une démarche identique, adaptée au

parametre d’ordonnée a l’origine.

Dans cette nouvelle section, on s’intéresse a des tests d’hypotheses qui impliquent simultanément
les deux parametres. On distingue deux cas. Dans un premier temps, les hypotheses considérées
portent sur une combinaison linéaire donnée de By et de ;. Cela revient a introduire un nouveau
parametre défini par cette combinaison linéaire et le méthodes de test seront semblables a celles
déja développées.

Dans un second temps, on étudiera des problemes de test dans lesquels Hy et Hy sont « bi-
dimensionnelles » : elles portent simultanément sur les deux parameétres Gy et (1, mais chacun
intervenant séparément de I’autre. Pour résoudre ce type de probléme, on ne peut adapter les mé-
thodes présentées dans les sections précédentes. En revanche, on verra qu’on peut essayer de les
combiner pour aboutir a une procédure de test.

3.3.1 Test sur une combinaison linéaire de [, et de [,
3.3.1.1 Cas général : test sur la valeur de agfy + a151

Le corollaire 3.2, duquel on tire le résultat (corollaire 3.3) utilisé pour former les tests décrits
ci-dessus, permet d’obtenir aisément un test de niveau « pour une hypothese portant sur la valeur
du parametre ~y, défini comme v = apfy + a151, ou ag et a1 sont des réels connus et fixés, tous les
deux non nuls (si les deux sont nuls, le probléme n’est d’aucun intérét, et si 'un des deux est nul,

on est ramené & un test sur la valeur d’un seul des parametres).

Considérons le probleme de test Hy : v = r contre Hy : v # r, ol r est un réel connu. La
démarche pour obtenir un test dans ce cas est exactement la méme que celle qui a été utilisée
jusqu’a présent. On part du constat que si Hy est vraie, alors le meilleur estimateur linéaire sans
biais de v devrait étre proche de r. Si on observe que ce n’est pas le cas, on décide H;. Ce meilleur
estimateur étant 4 = aoBo +aq /3’1, le test sera de la forme « on décide H; si on observe |§—r| > s ».
Il faut alors déterminer quels sont les seuils s pour lesquels le risque de type 1 ne dépasse pas le
niveau « qu’on s’est fixé. Puis parmi tous les seuils satisfaisant cette condition, on choisira celui
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pour lequel le risque de type 2 est le plus faible. Etant donné la forme de ce test, et en utilisant un
argument identique a celui utilisé pour les tests décrits dans les sections précédentes, la deuxieme
étape conduit a choisir le plus petit des seuils satisfaisant la condition sur le risque de type 1.

La premiere étape repose sur le résultat 3.2 et permet d’obtenir que si on suppose Hy vraie,
alors

it Sk SN Student(n — 2)

ot V(§) est l'estimateur sans biais de V(§) = a2V(B) + a?V(B1) + 2agaicov(fBo, f1) obtenu en
remplacant dans cette expression les variances et la covariance par leur estimateurs sans biais
respectifs. On note au passage que puisque qu’on a choisit ag # 0 et a; # 0, on a \7(@) # 0, deés
lors qu’il existe i, j tels que X; # X; (Exercice). La condition sur le risque de type 1 d’un test de la
forme « on décide H; si on observe |5 —r| > s » s’écrit

horl s
AL ERYALC)

Compte-tenu de ce qui précede, la probabilité dans membre de gauche est égale a P(|7,—o| >

P )<o

\/\;(—A)), ou T,_2 est une variable aléatoire suivant une loi de Student & (n — 2) degrés de liberté.
g

En suivant la méme approche que précédemment, I'inégalité ci-dessus équivaut a
§ 2> Tp21-21 V() (3.4)

Dans la seconde étape, on doit choisir parmi tous les seuils s satisfaisant (3.4) celui pour lequel
le test de la forme donnée ci-dessus aura le plus petit risque de type 2. Comme ce risque est
défini par Ppg, (W —r| < s) lorsque le seuil choisi est s, il faut choisir ce dernier le plus petit

possible, tout en imposant la condition (3.4) obtenue en premiere étape. On choisira donc le seuil

§* = Tp—21-21/V(¥) . On résume la démarche par le résultat suivant.

Propriété 3.6 Dans le MRLSG, pour tester Hy : agfBo + a1 = r contre Hy : agfo + a1, # r, on
utilise le test défini par

On décide Hy au niveau o st on observe

laofBo + a1B1 — 7|
Va3V (Bo) + a2V (Br) + 2a0a150v(Bo, 1)

;> Tn—2;1—%

et on décide Hy sinon

Ce test est le meilleur parmi les tests de niveau o ayant la forme « on décide Hy si on observe
laofo +a1fr —r[ > s ».

On peut démontrer un résultat plus fort, établissant que ce test est optimal parmi les tests sans
biais. Cette optimalité peut s’obtenir facilement comme une conséquence de 'optimalité des tests
de Student dans le cas d’un test sur la valeur du parametre 5y (voir le résultat de la propriété 3.4
transposé au cas de f3p). Pour cela, avec la notation v = aofy + a10; introduite précédemment, on
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écrit By = % — Z—é B1 (on rappelle qu’on a supposé que ag et a; sont non-nuls). Par conséquent, on

a

a .

E(E):l——lﬂl—{—ﬂlXZ:éQ—{—(;lZ“ z:l,...,n
agp agp

avec

a a .

bo=—"L=Bo+28, 6,=08, Zi=X-2 i=1,....n (3.5)
ag a ag

On vérifie facilement qu’avec les égalités (3.5), on a un MRLSG de Y sur X si et seulement si on
a un MRLSG de Y sur Z (voir la définition 3.1). Plus précisément, la loi de (X1, Y1),...,(Xn,Yn)
satisfait les conditions C1 et CN si et seulement si la loi de (Z1,Y1),. .., (Zy, Y,) satisfait ces mémes
conditions (Exercice). En particulier, puisqu’on s’est initialement placé dans le MRLSG de Y sur
X, la condition CN et les propriétés des n-uplets gaussiens permettent d’écrire que

Y ~ N (ot + 612, 7°1,) (3.6)

Z = (Z1,...,Zy), et o on an=o, et oy et 0y donnés par (3.5). Comme apfy + a1f1 = r <~
do = %, tester Hy : agfBy + a181 = r contre Hiy : apfBy + a151 # r dans le premier modeéle revient
a tester Hy : g = % contre Hy : &g # J—O dans le second. Si on se place dans le modeéle initial, on
peut utiliser le test de la propriété 3.4. Si on se place dans le MRLSG de Y sur Z, on constate que
le probléme de test est du méme type que celui présenté a la section 3.2.4. Comme on est dans le
contexte d’'un MRLSG, la propriété 3.4 établit que pour résoudre ce probleme, le test sans biais
optimal est le test de Student. Si on peut montrer qu’il coincide avec le test de la propriété 3.6, on

aura montré 'optimalité annoncée dans cette propriété.

On examine donc le test de Student de Hy : dg = % contre Hy : dg # % dans le MRLSG de

Y sur Z, afin de le ré-exprimer a l'aide des variables Y et X. D’apres la propriété 3.4, ce test est
défini par :

b= |

s . . . 0
« on décide Hy au niveau « si on observe \7(80) > Tpo21-g ¥
0

ou 50 et \7(30) sont 'estimateur des moindres carrés ordinaires de g et 'estimateur sans biais de
la variance de dp, respectivement. Le premier est donné par le théoreme 2.1 et le second par le
corollaire 2.1, appliqués dans le contexte du MRLSG de Y sur Z. Pour obtenir le résultat recherché
(Péquivalence des tests de Student dans les deux modeles), on exprime les estimateurs en fonction
des observations de X et de Y. On commence par noter que d’apres (3.5),ona Z = X — Z—é et donc

Zi-Z=X,-Y X-“_x,-X
ag ag

Par conséquent

s P Zi-2)(Y-Y) Y (X -X)Yi-Y)
01 = 1 " (Zi—Z)? = ! X X7 =5 (3.7)

et donc

N DN — — al . - N a1 -
S0=Y—-26=Y - (X =B =po+—Lph (3.8)
ap agp
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ce qui permet d’exprimer les estimateurs des parametres du MRLSG de Y sur Z en fonction des

variables Y et X.% Par ailleurs, le corollaire 2.1 permet d’écrire

) 1 Z? 1 (X — a2
Vo =Gt sz 7)) T s o)

L’estimateur sans biais de V(go) est obtenu a partir de cette expression, en remplacant la variance
inconnue 72 par son estimateur sans biais formé & partir de la somme des carrés des résidus de
Pestimation par moindres carrés ordinaires de &y et 0y (voir le corollaire 2.2). Le ¢ résidu est par
définition Y; — 6y — &1 Z;. Compte-tenu de expression de Z; (voir (3.5)) et des expressions de &y et

b1 (voir (3.7) et (3.8)), on peut écrire ce résidu comme :

a

~ ~ ~ a1 ~ ~ ~ ~ .
Yi—50—51Zz'ZYi—(ﬁo%-a—;ﬁl)—ﬁl(Xi— )=Yi—Bo—H/Xi=¢

ao

Autrement dit, les résidus de ’estimation par moindres carrés ordinaires dans le MRLSG de Y sur
Z coincident avec ceux de 'estimation du MRLSG de Y sur X. La somme des carrés des résidus
est donc aussi la méme dans les deux modeles et 'estimation de n? est la méme que celle de o2,
i.e., 1% = 2. On peut alors obtenir I'expression de V(dy) & partir de celle de V(d) (voir ci-dessus)

et on a o )
: 1 X -3)
V 5 — ~2( + ao __
) =+ S xp)
§o— -
La statistique de Student pour tester Hy : dg = ar—o contre Hy : g # % est | 0\7(20) . En utilisant les
0
expressions obtenues ci-dessus, on a
|f/0A—A%I _ 1Bo + Z—(l)ﬁl_— ag | | (3.9)
V(o) 52(1 (X—3)’
(3 + sroe)
Or
3 a1)2 ~2 ai \2 ~
L St O A X R L@ X
W TG —X)? 1 S (G -XP S (K- X a0 oy (X — X)?
_2 J—
11 4/1 X a3 -X
= —la?(=+ — | + = + 2a0a1 =
ag{ 0<n ?zl(Xz—X)Q) im1 (X — X)? ?:1(X¢—X)2}

et donc, en utilisant les expressions de V(Bg) et V(Bl) données dans la propriété 2.10, ainsi que

celle de C/(W(BO, B1) donnée dans le corollaire 3.2, on peut écrire

Ll (X -ay ey (8 S (Bo.
Gt )~ @ (@Y + V(B + 2a0aissv(fo, )

6. On remarquera que les estimateurs des moindres carrés obtenus dans chacun des deux MRLSG satisfont les
mémes relations que les parametres eux-mémes de ces deux modeles. Plus formellement, la relation entre les para-
meétres des modeles est donnée par (3.5), et on vient d’obtenir que S0 = Bo + Z—éﬁl et & = Bl. On peut voir ceci
comme l'illustration d’une bonne propriété de la méthode d’estimation.
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On peut donc réécrire 1’égalité (3.9)

100 — il ‘a—lo‘\aoﬁo +a1By — 7l

\/\7(30)' \/% (a%V(BO) + a3V (B1) + 2aga1cov(fo, 31))
_ |aoBo + 11 — 7|
\/a3\7(,/3’0) + aV(B1) + 2apa150v(Fo, 1)

Cette derniere égalité montre donc que la statistique de Student associée au test de Hy : dp = %

contre Hy : g # % dans le MRLSG de Y sur Z coincide avec la statistique associée au test de
Hy : apBy + a181 = r contre Hy : agfBy + a181 # r dans le MRLSG de Y sur X, décrit dans la

propriété 3.6. Par conséquent,

\aoﬁo +a1B — 7|
> Tp—2;1-2 < > Tn—2;1-

V(o) \/0(2)\7(30) + a3V (B1) + 2a0a1cov(Bo, 1)

et comme les hypotheses nulles des deux modeles sont les mémes, le test de la propriété 3.6 et le test
de Student dans le MRLSG de Y sur Z conduisent toujours chacun a la méme décision que 'autre.
Ces deux modeles étant équivalents, les deux tests ont les méme propriétés : ils sont équivalents.
Comme 'un est optimal parmi les tests sans biais, 'autre I'est également. On résume ce résultat
par la propriété suivante.

Propriété 3.7 Dans le MRLSG, pour tester Hy : agfy + a1/51 = r contre Hy : apfo + a181 # 7, le
test défini par

On décide Hy au niveau o st on observe

laoBo + a1y — 7|
\/Q%V(BO) + a3V (B1) + 2aparcov(fBo, £r)

;> Tn—2;1—%

et on décide Hy sinon

est le meilleur parmi les tests sans biais de niveau . On Uappelle test de Student de Hy : apfBy +
a181 =1 contre Hy : agfBy + a181 # r.

On termine cette section en mentionnant qu’on peut adapter ce test a des cas ou les hypotheses
alternatives sont unilatérales (on utilise alors le quantile d’ordre 1 — « de la loi Student(n — 2)).
On peut également I'adapter pour tester Hy : agfBy + a181 < r contre Hy : apfy + a151 > r. Pour
cela, on procéde en utilisant la méme démarche que dans les sections 3.2.1 et 3.2.5. Dans tous les
cas, le test obtenu est optimal parmi les tests sans biais.

3.3.1.2 Un cas particulier important : test sur E(Y;)

On rappelle que la condition C1 implique que P(X; = z;) = 1 pour tout i = 1,...,n, et qu'avec
la condition CN, on peut trouver des réels 5y et 31 tels que espérance de Y; s’écrit 5y + 51X,
i=1,...,n. On s’intéresse alors a un seul individu (quelconque) i et on veut tester Hy : E(Y;) = m
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contre Hy : E(Y;) # m, o m est un réel connu. Avec ce qui a été rappelé, cela revient a tester
Hy : Bo+ 51X; = m contre Hy : By + $1X; # m. On constate qu’écrit sous cette forme, le probléme
de test sur E(Y;) est un cas particulier des problémes de test sur une combinaison linéaire de [y et
(51, qui ont été étudiés a la section précédente. Il suffit alors d’en appliquer directement les résultats,
dans le cas particulier ot ag =1, a1 = X; et r = m.

Plus explicitement, le test optimal de niveau a parmi les tests sans biais (voir la propriété 3.7)
consiste & décider H; : E(Y;) # m si on observe

|Go + F1.Xi —ml
\/\7(30) + va(ﬁl) + 2X,0v(fBo, F1)

> Tn—2;1-2

En utilisant les expressions de V(53g), V(B31) et @v(Bo, 51) (voir la propriété 2.10 et le corollaire
3.2), on montre facilement (Exercice) que
1 (X; — X)?

[n ;}:1 X]Q —nX }

En notant que par définition ﬁo + BlXi = Y;, et le test consiste alors & décider H; au niveau « si
on observe que

X2 4
V; —m| > Taoz1-2 &2 [% + n(XZ 2X) _2]
j=1 X5 —nX
Le terme sous la racine carré est évidemment Pexpression de l'estimateur sans biais de V(Y;)
(Exercice).
On note qu’on ne s’intéresse ici qu’a un seul individu, et que ce test est propre & cet individu. ”
En particulier, il est tout a fait possible de décider Hy au niveau a pour un individu ¢ et décider

H; au méme niveau pour un autre individu j # .

3.3.2 Test d’une hypotheése jointe sur 3, et
3.3.2.1 Présentation du probléme et de I’approche

On considére a présent le probleme de test de Hy : {8y = 0 et f1 = 0} contre Hy : {8y #
0 ou 1 # 0}. Si on essaie de procéder comme auparavant pour dégager une forme du test qui sera
utilisé, on doit considérer By et (; simultanément, sous la forme d'un couple (8y,31) de R?, puis
décider H; si 'estimation (BO, 5’1) de ce couple est trop éloigné de 0. La difficulté ici est que 1'objet
manipulé est de dimension 2 et donc que les lois de probabilité sous-jacentes sont bivariées.

Cependant, on peut se ramener a des objets unidimensionnels de 2 manieres. On peut d’abord
considérer que (BO, Bl) est un vecteur de R? (dont les coordonnées sont aléatoires), et que pour
juger si (5’0, Bl) est trop éloigné de 0, on peut utiliser la norme euclidienne de ce vecteur 4/ Bg + 5’% .
Le test consistera alors a décider Hy si cette norme dépasse un certain seuil, qu’on devra choisir de

maniere que le risque de type 1 du test ainsi construit ne dépasse pas le niveau donné au départ,

7. En toute rigueur, on devrait indiquer ceci en indexant par ¢ les hypothéses Hy et Hi considérées ici.
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puis a choisir parmi tous les seuils admissibles celui pour lequel le risque de type 2 est le plus petit
possible.

Une deuxieme maniere de se ramener & des variables aléatoires de dimension 1 consiste & noter
que méme si Hy porte sur un couple de parameétres, on peut voir cette hypothése comme formée a
I’aide de plusieurs hypotheses semblables a celles étudiées dans la section 3.3.1. En effet, si on se
donne un couple de réels a = (ag,a1) # (0,0), on peut former I’hypothése nulle Hy(a) : agSo+ai1 51 =
0. On voit alors que Hy est vraie si et seulement si Hy(a) est vraie pour tout choix possible de
a # (0,0). Or pour un choix donné de a, la section précédente montre qu’on sait tester de maniere
optimale (sans biais) Hy(a) : apfBy + a181 = 0 contre Hy(a) : agBp + a1/51 # 0. Par conséquent, on
peut essayer de construire un test consistant a décider Hy s’il existe un a pour lequel on a décidé
Hi(a) au moyen du test optimal sans biais présenté a la section 3.3.1.

Ces deux maniéres de procéder conduisent au méme test de Hg contre Hy. On présentera ce
test en suivant la seconde approche. En effet, elle s’appuie sur des tests déja étudiés a la section
3.3.1, et elle parait des a présent avoir de bonnes propriétés puisque ces tests sur lesquels elle est
fondée posseédent une propriété d’optimalité (propriété 3.7).

3.3.2.2 Test de Fisher

3.3.2.2.1 La forme du test On se donne a = (ag,a;) € R?, avec a # (0,0), et on introduit
le probleme de test de Hy(a) : agfSp + a11 = 0 contre Hy(a) : apfp + a181 # 0. D’apres la section
3.3.1, le test optimal sans biais consiste a décider Hj(a) si la variable aléatoire T'(a) définie par

|aoBo + a1 1]

T(a) = — — —
\/Q%V(ﬁO) + aiV(B1) + 2a0a1c6v(Bo, b1)

dépasse un certain seuil, ce seuil ne dépendant pas de a.® Si on considére alors la démarche présentée
ci-dessus, la forme du test recherché est la suivante :

« on décide H; sil existe a € R%, a # (0,0), pour lequel on observe T'(a) > s »

ot s désigne le seuil choisi. Si on note RZ2 = R2?\ {(0,0)}, ce test revient & décider H; si on
observe max g2 T'(a) > s. Pour choisir le seuil s, on procede comme d’habitude : I'imposition de la
contrainte sur le niveau du risque de type 1 détermine les seuils s admissibles, puis la minimisation
du risque de type 2 permet de choisir une valeur s* de ce ce seuil.

Si le niveau qu’on se fixe pour le risque de type 1 est «, alors la contrainte sur ce risque est

Pr,(maxT(a) > s) < «
acR?

La résolution en s de cette inégalité nécessite de connaitre la loi de la variable aléatoire max g2 T'(a).
*
Pour I’établir, on commence par montrer qu'il existe une forme explicite pour max,cg2 7'(a).

3.3.2.2.2 La maximisation de T'(a) Pour obtenir la forme explicite de max,cg2 T'(a), on
ré-exprime d’abord T'(a) en utilisant les expressions des estimateurs des variances et covariance

8. Le dénominateur de T'(a) n’est jamais nul, dés qu’il existe 4, j tels que X; # X;. Exercice.
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apparaissant au dénominateur :
V(Bo) =6%v00  V(B1)=6%v1  cov(Bo, B1) = 6701

ou vgg et vi1 sont les éléments diagonaux la matrice v introduite dans la propriété 3.2, et vg; est
son élément extra-diagonal, ce qui permet d’écrire

T(a) = laofBo + a1

6'\/0,%1)00 + a%?}n + 2apai1vo1

On remarque facilement que pour tout a € R? et tout réel t # 0 on a T(a) = T(ta), ou ta est
défini par (tag,ta;). Supposons quil existe a* € R2 tel que T(a*) = max, g2 1'(a), c’est a dire
T(a*) > T(a) Ya € R2. Définissons alors a** = t*a* ou

1

t* =

\/a(’SQvOO + a’{%n + 2agaivor
En utilisant la définition de a** = (t*a§, t*af) et la définition de t*, on constate que
ai oo + aiPu1n + 2a8 att v = 2 (afPveo + aitorn 4 2ahaiver) = 1 (3.10)

Mais on a également

T(a*) = T(t*a*) = T(a*) > T(a), VYaeR?
Cette inégalité et (3.10) montrent que si on cherche le maximum atteint par 7'(a) lorsque a parcourt
R2, on peut se limiter & chercher le maximum atteint par T'(a) pour des a dans A = {a € R? | a3vgo+
afvir + 2apaivor = 1}. Plus formellement, on a max,cg2 T'(a) = maxqea T(a) et pour trouver la
forme explicite de max, g2 T'(a), on résout le probleme de maximisation maxae4 T'(a).

On a évidemment T(a*) > T(a) > 0Va € A <= T(a*)? > T(a)? Va € A. Par conséquent,
T(a*) sera la racine positive de maxqec4 T(a)?. Par ailleurs, pour tout a € A, le dénominateur de
T(a)? est %, et puisqu’on maximise T'(a)? sur A, on peut se contenter de maximiser %(aoﬁo +
al[g’l)z sur A. Il s’agit d’un probléme de maximisation de %(ao[g’o + al[g’l)z avec la contrainte
agvoo + a?v11 + 2apaivg; = 1. Puisque la fonction & maximiser et la contrainte sont continiiment
différentiables sur R2, on peut appliquer la méthode du lagrangien. Le lagrangien est

L(ag,a1,\) = %(aoﬁo +a1f1)? + M1 — advoo + atviy + 2apaivgr)
et a* = (af), a}) € R? est solution du probléme s'il existe un réel \* tel que

SE (@i, A7) = 0

gfﬁ(aaai A*)=0
g—f(a&a’f’ )‘*) =0

En calculant les dérivées a partir de 'expression de £, ce systéme s’écrit

1 5 AN\A *( % *
ﬁ(aéﬂo + a’f,Bl),Bo — )\ (aovoo + alvm) =0 (3.11)
1 * ) *H\ N *( % *
g(aoﬁo + aip1)pB1 — A (agvor + ajvir) =0 (3.12)

agvoo + vy + 2ahatve = 1 (3.13)
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Pour résoudre ce systeme, il est plus commode de le ré-exprimer de maniére matricielle. On recourt
a la notation introduite au début de ce chapitre a la section 3.1. En particulier, on utilisera le
vecteurs f et a* de R? et la matrice v définis par

- ﬂ:o «_ (% _ [voo vo1
B_<ﬁ1> ! (‘ﬁ) <001 U11>

(voir (3.1) et la propriété 3.2). Avec de telles notation, on peut écrire le membre de droite de (3.13)
sous la forme a*Tva* (T désignant 'opérateur de transposition d’une matrice ou d’un vecteur). Par
ailleurs, si on empile les deux égalités (3.11) et (3.12) on peut les réécrire simultanément sous la

forme R
1 * A * A /80 * GSUOO + aT”Ol 0
- \a +a A — A =
0’2( 0 191) (,31> (aa?)m + ajvn 0
ou encore 1
*T D\ D * *
g(a B)B — ANva® = 09

Donc le systéme des équations (3.11) a (3.13) s’écrit

1 A A

—(a""B)B — Nva" =0, (3.14)
o
a*Tva* =1 (3.15)

Si on pré-multiplie égalité (3.14) par a*T, on obtient =% (a*7 3)? — A*a*Tva* = 0, ou encore
p plie I'ég ]

P (a*T/B)2 — T(a*)Q

52a*Tva*
la derniere égalité provenant de la réécriture matricielle du numérateur et du dénominateur de
T(a*)?. Notons que comme a* satisfait (3.15), on a aussi
22

2 (a*"B)
Autrement dit, le réel \* coincide avec la valeur maximale atteinte par la fonction T'(a)? & maximiser
lorsque a varie dans A. Ceci est le premiere étape importante dans la résolution du probléeme de
maximisation. Pour enchainer sur la seconde étape, on note que a*' 5 = ajfo + ajf1 = f'a*. Par
conséquent, en mettant en facteurs v & gauche et a* a droite, le membre de droite de (3.14) peut

s’écrire
1 ~a ~ A
=06 a" — XNva" =wv [(621))*1,8,8T - )\*IQ} a*
&

ou Iy est la matrice identité de dimensions (2,2). On doit avoir montré auparavant que v est
inversible, ce qui est bien le cas dés que 37, j tels que X; # X, (Exercice). On peut alors réécrire
(3.14) :

v[(6%0) BT = N D] a* = 0y <= [(6%0) ' BBT — N'D]a” =0y <= (B-M\"D)a" =0,

ot B désigne la matrice (62v)~! /3’/3” On note alors que la derniére égalité établit que A* est une
valeur propre de B associée au vecteur propre a*. Autrement dit, les couples (a*, A*) solutions du
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systéme d’équations (3.11) & (3.13) sont nécessairement des couples (vecteur propre, valeur propre)
de B. Ceci acheéve la seconde étape de la résolution.

Pour terminer, on rapproche les résultats obtenus aux deux étapes : on sait que tout a* et
tout A\* solution du systeme (3.11)-(3.13) sont un vecteur et une valeur propres de B, et que
A = T(a*)? = maxgeq T(a)?. Par conséquent, \* doit étre la plus grande des valeurs propres de
B. Comme B = (6%v)~! BBT, son rang est égal & celui de la matrice 337. Etant donnée la forme de
cette derniere, elle est nécessairement de rang 1, et donc B aussi. Par conséquent, parmi les deux
valeurs propres de B, 'une d’elles est nulle. Et comme la trace d’une matrice est égale a la somme
de ses valeurs propres, la valeur propre non nulle de B est égale a la trace de B. On a donc

trace(B) = trace((6%v) " BAT) = trace(87 (6%0) 7' B) = AT (6%0) 713

ou la troisieme égalité provient du fait que trace(A;As) = trace(AsA;) deés que les produits ma-
triciels A;As et A3A; sont possibles, et la derniere égalité provient du fait que BT(621))*1 /3’ est
une « matrice » de dimensions (1,1) et est donc égale a sa propre trace. Les deux valeurs propres
de B sont donc 0 et BT(620)_1[§’, et \* est égale & la plus grande des deux. Comme v est définie
positive (Exercice : démontrer que c'est le cas), on a BT(620)_1[§’ > 0, i.e. la plus grande des valeurs
propres de B est celle qui est non nulle. On a donc \* = BT (621))_15’. Comme on a déja établit que
A =T(a*)?, on a

T(a*)* = 37 (6%0) '3 (3.16)

Il reste & vérifier que T(a)? atteint bien son maximum en a*. Pour cela, on peut vérifier la
concavité de la fonction L(ag, ai, A*). On admettra ici que c’est le cas.

3.3.2.2.3 Le test La forme explicite obtenue pour T'(a*)? permet de construire le test décrit
au début de cette section. On rappelle qu’on cherche celui-ci de la forme « On décide H; si on
observe max,cg2 T'(a) > s ». Etant donné le résultat obtenu sur la maximisation de T'(a), ce test
consiste a décider Hj si T'(a*) > s. Si « est le niveau fixé pour le test, alors il faut choisir s de sorte
que Py, (T(a*) > s) < a. Comme s est positif?, T(a*) > s <= T(a*)? > s? et d’apres (3.16), on
voit qu’il faut choisir s de sorte que

A

P, (BT (6%0) 713 > s?) < « (3.17)

Pour résoudre en s cette inégalité, il faut connaitre la loi de la variable aléatoire BT(ﬁzv)_lﬁ
lorsque Hj est supposée vraie, c’est a dire lorsqu’on suppose que 5 = 0. Ceci est possible grace au
résultat suivant.

Propriété 3.8 Dans le contexte du MRLSG, %(B — B)TV(B)"Y(B — B) suit une loi de Fisher
(2,n — 2) degrés de liberté.

Preuve : Exercice.
C’est une conséquence des propriétés 3.2, 9.17 et 3.3. Il faut montrer qu’on peut écrire

9. Comme T'(a*) > 0, si s était négatif, la probabilité serait égale & 1 et ne pourrait jamais étre plus petite que
tout niveau « dans ]0;1[.
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(B—B)TV(B)"L(B — B) sous la forme d’'un rapport de la forme donnée dans la définition
de la loi de Fisher (voir la définition 9.5 ou la définition 3.2).

Solution : D’aprés la propriété 3.2 et la propriété 3.3, si on définit la variable aléatoire

C1=(B-B)"V(B) 1B ~-B),ona
C1=(B-P)"(c*0) " (B—B) ~x*(2)

D’apres la propriété 3.3, la variable aléatoire Cy = (n — 2)g—§ suit une loi x?(n — 2) et est

indépendante de Cy. Par définition de la loi de Fisher, on a % ~ F(2,n —2). En

utilisant I’expression de C; et de Cy, on établit facilement que

% - %@ =B) (6%) 7 (B~ p) = %(B - B)" V(BB - B)

Ce résultat permet de résoudre (3.17). En effet
Py (BT (6%0) 718 > s%) = Py (387 (6%0) 718 > §5%) = P(Fan—2 > 1s?)

ou la derniere égalité utilise le fait que lorsqu’on suppose Hy vraie, on a = 0 et dans ce cas il
découle de la propriété 3.8 que %BT(621))_1[§’ ~ F(2,n — 2). Par conséquent, (3.17) équivaut a

P(Fopn—2 > %52) <a

I’inégalité est une égalité lorsque %32 est égal au quantile d’ordre 1 — « de la loi F'(2,n — 2) et sera

plus petite que a pour tout nombre supérieur a ce quantile. Par conséquent, s’il faut que s satisfasse

(3.17), il faut choisir s de sorte que %52 > Fan—2)1—a, Ou encore s € [/2Fp, 9)1—q ;+00[.

Finalement, parmi tous les seuils s dans cet intervalle, il faut choisir celui pour lequel le RT2 est le
plus petit possible. Pour un choix de s donné, le RT2 est

Py, (maxT(a) < s)
aeRz

On constate que cette probabilité est une fonction croissante de s. Par conséquent, si on veut la mi-
nimiser, il faut choisir le seuil s le plus petit possible. Comme s doit étre dans [, [2F (2 n—2)1-a i +ool,

le seuil choisi sera s* = | /2F(5,,_2).1_q - On a donc le résultat suivant.

Propriété 3.9 Dans le contexte du MRLSG, parmi tous les tests de niveau o de Hy : {fo = 1 = 0}
contre Hy : {fo # 0 ou B1 # 0} ayant la forme

« on décide Hy si on observe max,cg> T'(a) > s »,
le test le plus puissant est celui pour lequel on choisit s = | /2F (3, _2).1— - Ce lest est équivalent a
« on décide Hy si on observe %BT\A/(B)AB > Flon—2)i1—a -

Ce test est appelé test de Fisher de Hy : {8y = 1 = 0} contre Hy : {p # 0 ou f1 # 0}.
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Preuve : La premiere partie de la propriété est un résumé du résultat qui la précede. La seconde
partie provient du fait que

2

1
maXT(a) > 2F(2,n72);17a < = [maXT(a) > F(2,n72);17a

a€R? a€R?2

et de [maxaeRz T(a)}2 =T(a*)? = BTV(B) 5.

Pour justifier la démarche exposée dans cette section, on est parti de 'observation que Hy :
{Bo = B1 = 0} est vraie si et seulement si toutes les hypotheses Hy(a) : agfo + a11 = 0, a € R?
sont vraies. Autrement dit H; est vraie si et seulement si 'une des Hi(a) est vraie. En examinant
la construction du test de Fisher, on peut alors le voir comme un test dans lequel on décide H; si
on a pu trouver un a € R2 pour lequel on a décidé Hy(a). Or la décision concernant Hi(a) est prise
en utilisant le test sans biais optimal présenté a la section 3.3.1 (propriété 3.7), basé sur 'inégalité
T(a) > s*, le seuil s* étant défini ci-dessus. Ceci fournit une justification a l'utilisation du test de
Fisher, puisqu’on peut considérer qu’il est construit en utilisant des tests sans biais optimaux.

Cependant, on ne peut pas en déduire que le test de Fisher est lui méme optimal parmi les tests
sans biais. En revanche, il existe des résultats établissant I'optimalité de ce test dans une certaine

classe de tests. Cette propriété n’est pas abordée ici. ¥

3.3.2.3 Généralisations

La démarche précédente se prolonge aisément afin de dériver un test de Hy : {8y = by et 51 = b1}
contre Hy : {fy # bo ou B1 # b1}, ou by et by sont des nombres connus quelconques. En effet, en
calquant ce qui a été fait auparavant, on note que Hy est vraie si et seulement si I’hypothese
Ho(a) : ao(Bo — bo) + a1(B1 — b1) = 0 est vraie pour tout (ag,a1) € R2. On peut aussi écrire Hy(a)
sous la forme Hy(a) : apfBy + a181 = c(a), ou c¢(a) = apbp + a1b;. La propriété 3.7 fournit le test
sans biais optimal pour tester Hp(a). Ce test consiste & décider Hj(a) si on observe que T'(a) > s,
ou, en utilisant les notations matricielles de la section précédente, on peut écrire

_Ja78 —cla)]
cvaTva

En suivant la démarche utilisée pour dériver le test de Fisher, on construit ici un test de la forme

T(a)

suivante : « on décide H; s’il existe a tel qu'on décide Hj(a) en utilisant le test basé sur T'(a) ».
Etant donnée la forme de ce test, cela revient & décider H; s’il existe a € R? tel que T(a) > s, ou
de maniere équivalente, si max, g2 T'(a) > s. En introduisant le vecteur

on constate que c(a) = a'b et donc que

10. On peut néanmoins se référer a la section 6.1.2 pour une présentation succincte de cette propriété.
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En utilisant cette expression, on peut chercher a expliciter 7'(a*) = max,cg2 T'(a) en suivant une
démarche identique a celle de la section 3.3.2.2.2. En effectuant un changement de notation et en

posant 4 = [ — b, la statistique T'(a) prend la méme forme que dans la section 3.3.2.2.2, et par
conséquent on en déduit que (voir (3.16))

T(a*)* =47 (6%0) 4 = (B—b)T(6%0) (B - b)

Le reste de la démarche est identique & celui de la section 3.3.2.2.3, et on aboutit au résultat suivant,
semblable & celui de la propriété 3.9.

Propriété 3.10 Dans le contexte du MRLSG, parmi tous les tests de niveau o de Hy : {fy =
by et 51 = b1} contre Hy : {By # by ou 1 # b1} ayant la forme

« on décide Hy si on observe max g2 T'(a) > s »,

s
ot T(a) = %, le test le plus puissant est celui pour lequel on choisit s = |/2F (5, 2).1_q - Ce
test est équivalent a

« on décide Hy si on observe %(ﬁ — b))V (B -b) > Fon—2)1-a *
Ce test est appelé test de Fisher de Hy : {8y = by et 1 = b1} contre Hy : {fo # by ou 51 # b1}.

3.4 Les p-values

3.4.1 Définition

Les tests présentés dans les sections précédentes peuvent tous s’exprimer sous la forme F sui-
vante :

(F) On rejette Hy au niveau o si on observe que Sp > qn1—a

ou S, est la statistique de test et gy, 1—q est le quantile d’ordre 1 —« de la loi suivie par S, lorsqu’on
suppose Hj vraie.

Par exemple, si on considere le test de Student présenté dans la définition 3.3, on peut le ré-
exprimer sous la forme F en posant S, = |T'| et ¢y, 1o = Tn—21-%- On vérifie que Tn—21-g st
effectivement le quantile d’ordre 1 — « de la loi de |T| lorsque Hp : 51 = 0 est supposée vraie.
En effet, le seuil 7, 512 a été choisi de manitre que Pp,(|T] > 7,,_91-2) = a. Cela équivaut
évidemment a Py, (|7 < Tn_z;l_%) = 1 — «a, ce qui exprime que 7,,_g;-g est bien le quantile
d’ordre 1 — « de la loi de |T'| lorsque Hy est supposée vraie. On peut montrer de maniére semblable
que la formulation F peut également s’obtenir pour les tests de la définition 3.4 et de la propriété
3.5.

Lorsqu’on exprime un test sous la forme F, on voit que pour décider si on rejette ou pas Hy il
suffit de comparer la valeur d’une statistique de test avec le quantile d’ordre 1 — « de la loi suivie
par cette statistique lorsque Hg est supposée vraie. Nous allons montrer que sur cette base et en
utilisant la relation qui lie quantiles et fonction de répartition, la régle de décision peut s’exprimer
d’'une maniere alternative. Notons Fpy, la fonction de répartition de S,, lorsque Hy est supposée
vraie. Pour les tests présentés dans les sections précédentes, S, est une variable aléatoire continue
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(elle est égale soit & |T'|, soit a T" selon le cas considéré). Sa fonction de répartition est bijective de
R dans [0, 1], strictement croissante. Par conséquent on a

Sn > dn,l1—« — FHO (Sn) > FHO (Qn,lfa)

Par définition du quantile ¢ 1-q, on a Fy,(gn,1—a) = 1 — . En définissant la variable aléatoire
P, =1— Fpy,(S,), on peut écrire

Sp > Gni-a &= P, <a (3.18)

On peut donc ré-exprimer les tests des sections précédentes sous la forme F suivante :
(F) On rejette Hy au niveau o si on observe P, < «
ou P, =1— Fp,(S,). La variable aléatoire P, est appelée p-value associée a la statistique S,,.

On peut illustrer graphiquement 1’équivalence des événements S, > ¢p 1—o €t P, < a. On utilise
pour cela la séquence de graphiques de la figure 3.2, sur lesquels on représente les couples de valeurs
(0, qn,1—a) €t (Sn,pn) ol S, et p, sont les réalisations de la statistique de test S, et de la p-value
P, respectivement. Le graphique du haut représente la courbe de la fonction 1 — Fiy, pour laquelle
onap, =1—Fpgy(sy) et @« =1 — Fr,(gn,1-a). Ce graphique illustre que I'inégalité s, > gn1-a
correspond au cas ol la valeur observée de la statistique .5, est dans la zone rose sur ’axe horizontal.
Dans ce cas, on a bien p,, dans la zone verte sur I’axe vertical, ce qui correspond a 'inégalité p,, < a.
La réciproque est également vraie, ce qui illustre ’équivalence entre ces inégalités. Le graphique du
bas permet d’illustrer le méme résultat a ’aide la fonction de densité de la loi de S,, lorsque Hy est
supposée vraie. Pour lancer 'animation, cliquez sur la figure 3.2.

3.4.2 Interprétation

De maniére générale, comme la statistique de test 5, et la p-value P, sont en relation bijective,
tout ce qui peut s’exprimer a ’aide de S,, peut s’exprimer de maniere équivalente a ’aide de P, et
vice-versa. L’équivalence entre les formulations F et F’ en est un exemple.

Cependant, certaines propriétés s’expriment plus aisément a ’aide d’une p-value, comprise entre
0 et 1, qu’au moyen de la statistique de test associée, dont les valeurs possibles ne sont pas néces-
sairement bornées.

Que Hj soit supposée vraie ou pas et quelles que soient les observations dont on dispose, pour
un test donné ayant la forme F, Hy sera toujours d’autant plus difficile a rejeter que le niveau
choisi « est petit. En effet, indépendamment de supposer Hy vraie ou pas, exprimé sous la forme
F le test rejette Hy lorsque la statistique de test dépasse le quantile d’ordre 1 — a d’une loi de
probabilité. Dans le cas des tests des sections 3.2.2 et 77, cette loi est continue, et sa fonction
répartition Fp, est continue, strictement croissante. Par conséquent le quantile d’ordre 1 — o de
cette loi est gp1—q = F I}Ol(l —a),ou F 1501 est I'application réciproque de Fp, et est donc continue
strictement croissante. On en déduit que gy,,1— est une fonction continue strictement décroissante
de a. On a donc bien que plus le niveau auquel on choisit de faire le test est élevé, plus le quantile
correspondant est petit, et plus il est probable d’observer S,, > ¢, 1—o et donc de décider de rejeter
Hy. Inversement, plus « est petit, plus g, 1— est grand, et moins il est probable de rejeter Hy. =

11. Cela est évidemment en parfaite cohérence avec la signification du niveau d’un test : c’est le risque maximal de
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FH0($)> 1- FHo(x)

—_—

7/
/
o \ //
————————— -7 I
0 Sn €z
qn,1—«
fH()(.'L') l:l — pn - ]- - FHU(S'H)
\ B =a=1 _FH()(QTLJ—CY)
- 0 Sn x

Cette séquence de graphiques illustre 1’équivalence s, >
Gn,1—a <= pn < a. Cliquez pour lancer l'animation.

K< <fl> > ] =]+

FIGURE 3.2: Illustration de I'équivalence S,, > ¢n1-a <= P, <«
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En utilisant cette propriété, on peut dégager une mesure du degré avec lequel les observations
sont en faveur ou pas de Hy. On raisonne ici a observations x1, 41, . . ., Zn, Yn données, pour lesquelles
la valeur observée de la statistique de test .S, est s,. De la discussion du paragraphe précédent, on
déduit que si on choisit pour le test un niveau suffisamment élevé, les observations dont on dispose
conduiront au rejet de Hy; de méme, si le niveau est suffisamment petit, nos observations nous
conduiront & accepter Hy. Comme la fonction quantile de la loi de S, lorsque Hj est vraie est une
fonction continue strictement croissante, il existe un unique a* tel que s,, = gy 1—a*, pour lequel on

aura donc

Sn > Qnl-a = > ok (3.19)

Cette équivalence exprime que les observations conduisent a rejeter Hy au niveau « si et seulement

si le niveau choisi est supérieur a a*. Pour déterminer o, on note que par définition on a gy 1—o* =
—1 *

Fpg (1 —a*). Donc

Sn = Qn,l—a* < sn:FI}Ol(l—a*) < o =1—-Fp,(sn)

ce qui montre que o* est la réalisation de la p-value P,.'?

On peut illustrer graphiquement l'inégalité (3.19). La courbe de la figure 3.3 est celle de la
fonction 1 — Fp, reliant quantile et p-value. En particulier, a s,, donnée correspond la valeur p,, (ou
a*). L’intervalle Ja*; 1] en rouge sur 'axe vertical représente I’ensemble des niveaux a supérieurs
a pn pour lesquels, sur la base des observations avec lesquelles on calcule les valeurs s, et p,,
I’hypothese Hy est rejetée. Pour tout niveau o dans cet intervalle, le quantile g, 1—, correspondant
est dans l'intervalle [0; s,,[ (en rouge sur ’axe horizontal), et donc inférieur & s,,.

1— FHO(J})

0 L\ x

Spn = dn1—-a*

FIGURE 3.3: Illustration graphique de 'inégalité (3.19)

rejeter a tort Hp qu’on est prét a supporter. Plus ce niveau est petit, plus on souhaite se prémunir d’un rejet erroné
de Hy. Pour cela, il faut rendre le rejet de Ho plus difficile & obtenir, c’est a dire moins probable.
12. Ce dont on aurait pu se rendre compte en notant que les inégalités (3.18) et (3.19) sont les mémes.
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A observations données, la valeur de la p-value est donc le niveau du test jusqu’'oll on peut
monter sans rejeter Hy, et au dela duquel cette hypothese est rejetée. Si les observations sont telles
que p,, est élevée (proche de 1), on peut choisir un niveau « élevé, tout en étant inférieur a p,,. Dans
un tel cas, les observations ne conduisent pas a un rejet de Hy, bien que le choix d’un niveau élevé
rende Hj facile a rejeter (voir la discussion ci-dessus). C’est évidemment l'inverse qui se produit
lorsque p,, est faible. Dans ce cas, a peut étre petit (et donc Hy difficile & rejeter a priori) mais
supérieur a p,, entrainant le rejet de Hy. Cette discussion fait apparaitre que la valeur p, de la
p-value déduite des observations est une mesure du support de celles-ci pour I’hypothese nulle. Plus
pr, est grande, plus les observations « supportent » Hy.

Comme mentionné au début de cette section, tout ce qui s’énonce a partir de la p-value peut
se formuler de maniere équivalente en utilisant la statistique de test. Par exemple ce qui a été dit
lorsque la p-value est grande peut se dire de maniére équivalente sur la base de la valeur prise
par S,. Lorsque s, est petite, on peut choisir des niveaux de tests élevés (et donc des quantiles
relativement petits) sans pour autant que les observations nous amenent a rejeter Hy a ces niveaux.
Cependant, la p-value appartenant a Uintervalle [0;1], il est plus facile a priori de savoir ce qu’est
une grande p-value observée que de savoir si la valeur observée de la statistique de test est petite,
cette derniére pouvant étre un élément d’un ensemble non borné.

3.5 Régions de confiance

Apres les problémes d’estimation des parametres et de tests d’hypotheses, on s’intéresse main-
tenant a la construction de régions de confiance. L’objectif est le suivant : on cherche, a partir
des observations, a déterminer une région de ’espace des parameétres ayant de bonnes chances de
contenir la valeur inconnue de ces parametres. Les régions ainsi obtenues sont appelées régions de
confiance (voir la section 10.3.3).

Dans le cas simple d’un parameétre unidimensionnel (dont la valeur est un élément de R), cette
région est donc un sous-ensemble de R a laquelle on donne tres souvent la forme d’un intervalle. On
parle dans ce cas d’intervalle de confiance. Celui-ci s’interpréte comme une fourchette de nombres
dans laquelle il est probable que se situe la valeur inconnue du parametre. Dans le cas ot on cherche
a construire une région de confiance pour plusieurs parameétres a la fois, la région recherchée peut
prendre diverses formes. On présentera en détail la démarche qui permet d’obtenir un intervalle de
confiance pour le parametre 81. Pour construire un intervalle de confiance pour 3y, on réplique la
méme démarche, en 'adaptant au cas du parametre Fy3. On décrira ensuite une maniere de former
une région de confiance pour une combinaison linéaire de 5y et de 8;. On terminera la section en
proposant une région de confiance pour le couple (Sy, 81).

L’aspect fondamental dans la construction d’une région de confiance est la « forte chance »
qu’elle a de contenir la valeur inconnu du parametre d’intérét. Il faut donc étre en mesure de
calculer ces « chances ». Autrement dit, il faut pouvoir utiliser une loi de probabilité permettant
de calculer la probabilité qu’'une région contienne une valeur donnée du parametre. Tout comme
pour les tests, le calcul d’'une telle probabilité sera rendu possible en introduisant la condition que
(Y7,...,Y,) est gaussien : on se place donc dans le contexte du MRLSG.

La démarche présentée ici s’appuie entierement sur les résultats présentés a la section 10.3.3.
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Le théoréme 10.2 montre qu’a toute famille de tests on peut associer une région de confiance et
réciproquement. Autrement dit on peut chercher & obtenir une région de confiance en construisant
une famille de tests. Par ailleurs, le corollaire 10.1 et la discussion qui suit montrent que le choix
d’une région de confiance peut se faire en examinant la puissance de la famille de tests associée :
pour un parametre d’intérét donné, on choisira la région de confiance de niveau 1 — « pour laquelle
les tests de niveau « associés ont une puissance la plus élevée possible.

Gréce a ces résultats, la construction d’une région de confiance pour une parametre donné
peut se voir comme découlant directement de la construction et de ’étude des propriétés de tests
d’hypotheses portant sur la valeur de ce parametre.

3.5.1 Intervalle de confiance pour j;

La propriété 3.4 établit que pour toute valeur b € R, le test de Student est le test sans biais de
niveau « le plus puissant pour tester Hy : 51 = b contre H; : $1 # b. Afin de faire le paralléle avec
les résultats de la section 10.3.3, on notera ¢y, ce test. On a donc

Yo =0 = M < Tpogos (3.20)
V(1)

Le théoreme 10.2 permet de conclure que la région de R, notée 47, contenant toutes les valeurs b
pour lesquelles I'inégalité dans (3.20) est satisfaite est une région de confiance de niveau 1 — « pour
B1. De plus, le corollaire 10.1 et le dernier paragraphe de la section 10.3.3 (page 256) impliquent
que cette région de confiance est la plus exacte parmi toutes les régions de confiance sans biais de
niveau 1 — o pour le parametre f;. Il reste a expliciter 4 5. En utilisant sa définition formelle, on
a

S
N
Il
— =
S
m
=
©
S
S
Il
o
——
I
— =
S
m
=

N A A

= [Bl ~ Tn-21-% V(IBI) ; Bl + Tn—2;1-% V(IBI) ] (321)

On constate donc que la région de confiance de niveau 1 — o optimale (dans le sens ou c’est la plus
exacte parmi les régions sans biais) pour le parameétre (31 est un intervalle de R.

Cet intervalle est centré en Bl, le meilleur estimateur ponctuel sans biais de 51. Les extrémités de

I'intervalle sont obtenues en ajoutant/retranchant 7, 9,1 ¢ V($31) a/de B1. On constate donc qu’a
un niveau de confiance 1 — « donné, I'estimateur ponctuel de 51 controle la position de 'intervalle
de confiance, et ce qui en controle la largeur est la précision (estimée) de cet estimateur, mesurée
par V(Bl) On a mentionné dans la section 10.3.3 (voir page 253) que le diametre d’une région de
confiance (i.e., la largeur dans le cas d’un intervalle) était une caractéristique a prendre en compte,
puisqu’elle décrit le caractere informatif de cette région. On voit que dans le cas de I'intervalle €7,
cette largeur est d’autant plus petite que 'estimation de (1 est précise. Autrement dit, plus cette
estimation est précise, plus le caractere informatif de €7 ,, sera prononcé, ce qui constitue un résultat
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souhaitable (et attendu) : une grande précision sur l'estimation de ; permet a lintervalle %
d’écarter plus de valeurs jugées non plausibles de ce parametre (voir la discussion de la page 253).

On appelle précision de I'intervalle €7, la largeur de cet intervalle, égale a 2 x Tn—2,1-2 \7(31) .

Bien que le théoreme 10.2 permette de déduire que Pg, (81 € €1,,) > 1—a, on peut aussi obtenir
cette inégalité a partir de la définition de €7, et du corollaire 3.3. En effet

Pg, (1 € €1,n) = Pg, (5’1 — Th-2;1-2 \7(5’1) < B < B+ Tn—2;1-2 \7(5’1) )
< B — B

= Pp, ( —Tn-21-2 S \/W < Tn72;17%)

=1l—-a

ou la premiere égalité provient de (3.21) et la derniere provient du corollaire 3.3 et de la définition
de Tn—2;1—¢ Ccomme le quantile d’ordre 1 — & de la loi de Student a n — 2 degrés de liberté.

3.5.2 Intervalle de confiance pour [,

Il suffit de calquer la démarche utilisée pour construire % ,. La région de confiance sans biais
la plus exacte au niveau 1 — o pour le parametre fy est I'intervalle % ,, défini par

Cg(),n = [BO - Tn—Z;l—% V(BO) ; BO + Tn—Z;l—% \7(30) } (322)

Les mémes remarques que pour %7 ,, transposées au cas du parametre 3y, s’appliquent a € .

3.5.3 Intervalle de confiance pour une combinaison linéaire de [, et de [3;

En prolongeant la démarche basée sur ’association entre région de confiance et famille de tests,
il est facile de former une région de confiance de niveau 1 — « pour une combinaison linéaire
aoPo + a1p1 de By et B1 a partir du test de Student de la propriété 3.7. Le parametre d’intérét
ici est v = agfp + a181. Comme précédemment, on définit %, la région de R formée de toutes
les valeurs r pour lesquelles le test de Student de niveau « de Ho(r) : apfp + a11 = r contre
Hi(r) : apBo + a181 # r conduit a décider Hy(r). Formellement, en utilisant la définition de ce test
de Student (voir la propriété 3.7), on a

‘GOBO + 0«1/31 -7
Va3V (o) + a3V(31) + 20001559 By, 1)

CKNZ{TER‘ ,§Tn2;1,%}

Par le méme raisonnement que dans la section 3.5.1, on déduit que %, est la région de confiance de
niveau 1 — « pour v = agf + a181 la plus exacte parmi toutes les régions de confiance sans biais
de niveau 1 — a pour 7.

On montre que %, est un intervalle de R. En effet, si on note 4 = aoﬁo + a1 ﬁl, on peut écrire

A A

V(%) = V(aofo + a1$1) = adV(Bo) + aiV(B1) + 2a0a1cov (o, £1)
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Donc

<b
2

(5 {TER| - ('7) 7—712;1—% Sﬁ/_?ﬂg ( )Tng;l—%}
= 3= VYG) Taag s A+ VVA) T g
En reprenant le cas particulier du test sur E(Y;) (ce qui revient & choisir ag = 1 et a1 = Xj,
voir section 3.3.1.2), on peut directement obtenir un intervalle de confiance de niveau 1 — a pour

la valeur attendue de Y;. Dans un tel cas, on a v = [y + 51 X; et utilise la forme de %, donnée
ci-dessus, avec 4 = /3’0 + /3’1Xi. Plus explicitement, on a

Cn = [/3’0 + A X — \/\7(30 + B X;) Tngil—2 : Bo + B X + \/\7(30 + B X;) Tn2;1f%}

1 (X; — X )2
n+ noox2 72)
g=145 1

avec

V(Bo + 1 X;) = 6° (

3.5.4 Région de confiance pour (f, 1)

Finalement, on utilise toujours la méme approche pour construire une région de confiance pour
le couple (Bo, f1). 11 s’agit ici de trouver une région de R? qui contient simultanément les valeurs
(inconnues) des deux parameétres.

Dans la section 3.3.2.3, pour b = (bg, b1) donné, on a présenté le test de Fisher de niveau a pour
tester Ho(b) : (So,B1) = (bo, b1) contre Hi(b) : (So,B1) # (bo,b1). Ce test peut étre construit pour
chaque valeur possible du couple (bg, b1). Le théoréme 10.2 permet de conclure que la région %, de
R? contenant tous les couples b = (bg, b1) pour lesquels on décide Hp(b) au niveau a au moyen du
test de Fisher est une région de confiance de niveau 1 — « pour le couple 8 = (g, 51). La forme du
test de Fisher est donnée dans la propriété 3.10, et on a

= (bR | 5(B- D) (6*) (B~ b) < Fonona)

La frontiere de cette région est décrite par I’équation d’une ellipse de centre 5’



Chapitre 5

Le modele de régression linéaire
standard : définition et estimation

Dans le chapitre précédent, on a considéré un probléeme dans lequel on voulait construire un
modele statistique simple permettant de représenter une relation deux variables et de 1’étudier.
Dans ce chapitre (et les suivants), on généralise I’approche, ainsi que les résultats obtenus.

5.1 Définition

On se fixe ici les mémes objectifs que dans le chapitre 1, mais en cherchant a généraliser les
relations étudiées dans les chapitres précédents. Plus précisément, on cherche un modele statistique
simple permettant de représenter et d’étudier au moyen des méthodes d’inférence statistique usuelles
une relation dans laquelle p variables exogeénes expliquent une variable endogene. La variable endo-
geéne (ou dépendante) est notée Y comme auparavant et les variables exogenes (explicatives) sont
numérotées et notées Xy,...,X,,.

L’approche exposée a la section 1.2 reste tout a fait adaptée a ce nouveau contexte. Notamment,
le modele proposera une décomposition additive de Y en deux parties :

— une partie qui capture de maniere simple (linéairement) I'influence des variables X1, ..., X,

sur V;

— une partie qui capture l'effet que des facteurs non identifiés ou non mesurés, autres que ceux
mesurés par Xi,...,X,, peuvent éventuellement avoir sur Y.

Pour compléter la représentation recherchée dans le contexte des objectifs fixés au départ, on
introduira

— des conditions qui permettent de traduire la distinction entre variables exogenes et variable
endogene ;

— des conditions permettant de capturer la prédominance de l'effet des variables exogenes
explicitement introduites sur celui que peuvent avoir les autres facteurs dans la détermination
du niveau de la variable endogene.

En ce qui concerne les notations, on désignera par X;; la variable aléatoire exprimant la mesure

de la variable X} pour I'individu ¢ de ’échantillon, tandis que comme auparavant, Y; est la variable

87
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aléatoire qui exprime la mesure de la variable endogéne pour ce méme individu, £ = 1,...,p et
i =1,...,n. Les observations de ces variables seront notées x;; et y;, respectivement.

Définition 5.1 Pour chaque individu i d’un échantillon de taille n, on dispose d’un (p + 1)-uplet
de variables aléatoires (X;1, Xio, ..., Xip,Y) i =1,...,n. Le modele de régression linéaire standard
(MRLS) a p variables de Y sur (X1,...,X,) est un modéle statistique dans lequel les conditions
suivantes sont satisfaites

Cpl. P(Xip =i, k=1,...,p,i=1,...,n)=1
Cp2. Il existe p+ 1 réels By, B, ..., By tels que

EY)) =00+ 5Xan+-+ 68Xy, Vi=1....n
Cp3. Il existe un réel strictement positif o tel que

0siij

2

v Xi) =1, sii =]

pour toute paire (i,7) d’éléments de {1,...,n}.

Les interprétations des trois conditions de la définition précédente sont d’une nature identique
a celles qui ont été faites dans la section 1.3.2 des conditions C1, C2 et C3 (définition 1.1). Il suffit
simplement de tenir compte du fait que dans le modele introduit ci-dessus, on utilise p variables
pour expliquer la variable endogene : connaissant la valeur des variables exogenes, la valeur attendue
de la variable endogene s’écrit comme une fonction affine de la valeur des variables exogenes. Cette

fonction est caractérisée par les p + 1 parametres So, f1, ..., Bp.

La remarque faite sur la vraie loi et les vraies valeurs des parameétres (voir la remarque 1.1)
s’applique également. Les parameétres admettent des vraies valeurs qu’on notera 30,31,...,31,.
Celles-ci sont inconnues et un objectif sera d’estimer ces valeurs a partir des observations des
variables du modele.

La définition donnée ci-dessus désigne un modele particulier dans I’ensemble des modeles de
régression linéaire. Ces derniers sont des modeles caractérisés par la condition C,2. Le qualificatif
« standard » utilisé dans Pappellation du modele de la définition 5.1 traduit le fait que celui-
ci constitue un point de référence pour ’ensemble des modeles de régression linéaire, caractérisé
par l'ajout des conditions simplificatrices C,1 et C,3. Il est notamment courant de comparer les
propriétés des modeéles régressions linéaire plus généraux avec celles du modeéle standard défini
ci-dessus.

Comme dans le cas du modele simple présenté au chapitre 1, le modele de régression linéaire
standard & p variables admet une définition équivalente, faisant apparaitre explicitement la décom-
position recherchée de Y, rappelée avant la définition 5.1.

Propriété 5.1 Pour chaque individu i d’un échantillon de taille n, on dispose d’un (p + 1)-uplet
de wvariables aléatoires (X1, Xio,..., Xip,Y) @ = 1,...,n. Les conditions Cyl, C,2 et C,3 sont
satisfaites si et seulement si les conditions suivantes le sont aussi

Col. P(Xypo =z, k=1,...,p,i=1,...,n) =1
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C1’02. Il existe p + 1 réels Bo, B1,..., By tels que
Yi=080+ 1 Xi+-+BpXip +ei, Vi
oveg =Y, —EY;),i=1,...,n

C;?). 1l existe un réel strictement positif o tel que

0 sii ]
cov(g;,g5) =
0% sii=j
pour toute paire (i,7) d’éléments de {1,...,n}.

On note donc que la condition C;Q permet de faire apparaitre dans la définition du modele la
décomposition recherchée de la variable endogene : le niveau de cette variable s’exprime comme la
somme d’une partie qui ne dépend (linéairement) que du niveau des variables exogénes explicitement
introduites dans le modele, et d’une partie qui dépend d’autres facteurs non définis, non-mesurés

et/ou non-observables.

Dans la suite, qu’il s’agisse de l'interprétation ou de I’étude du modele, on pourra atteindre les
résultats et objectifs recherchés en proposant une reformulation du MRLS & p variables dans lequel
les éléments sont considérés comme des vecteurs dont les coordonnées peuvent étre aléatoires, et
en s’appuyant sur des notions d’algebre linéaire. Pour cela on introduit les éléments suivants :

Y1 Xio X1k
Yo Xi Xok
Y = . XZ'. = . X-k - .
Yn Xip Xnk
pouri=1,...,net k=0,...,p, et avec la convention que X;0 =1,¢=1,...,n. Les éléments Y,

X.;, sont considérés comme des vecteurs de R™ dont les coordonnées sont aléatoires. Il en est de
méme pour X;., a la différence qu’il est un vecteur de RP*!. On introduit de plus la matrice X de
taille (n, (p + 1)), dont les entrées sont aléatoires et dont les colonnes sont les vecteurs aléatoires
X k=0,...,p,de R":

X1 Xu1 o0 Xy X.

Xoo Xo1 -+ Xy X.
x=|"7 "7 TP =KX o Xy )=

XnO an e an X;

On introduit également le vecteur non aléatoire 3 de RP*! dont les coordonnées sont les parametres
inconnus de la relation exprimée par la condition C,2 ou C;Q :

Bo
B
By
Ces éléments permettent de reformuler les conditions C,2 et Cp,3, ou C;,Q et C;3, de la maniere

suivante.
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Propriété 5.2

1. Les conditions C,1 a Cp3 de la définition 5.1 sont équivalentes a la condition
38 e RP™ 35 €]0,00[, E(Y) = X3 et V(Y) = oI,

ou, comme mentionné a la section 3.1, E(Y") est le vecteur de R™ dont la i® coordonnée est E(Y;),
i=1,...,n et V(Y) est la matrice de dimensions (n,n) dont la (i, )¢ entrée est cov(Y;,Y;).

2. Les conditions C;,l a C;,?) de la propriété 5.1 sont équivalentes a la condition
3B eRPT 35 €]0,00[, Y = XB +¢ et V(e) = oI,

ot le vecteur aléatoire € de R™ est défini par

€n

Remarque 5.1 En utilisant la propriété 5.2, on constate que la condition C,2 impose au vecteur
E(Y) de R™ d’étre une combinaison linéaire des p 4+ 1 vecteurs X.g, X.1,...,X., de R™ : on doit
avoir E(Y) = pX.o + --- + (,X., pour des réels fy,...,H,. Ces vecteurs, qui composent les
colonnes de la matrice X, engendrent un sous-espace de R", noté L(X.o,...,X.,) et la condition
Cp2 s’écrit E(Y') € L(X.o,...,X.p). D’apres la condition C},2, on peut donc décomposer le vecteur
Y de R" en tant que somme d’un vecteur de L(X.o,..., X.,) et d'un vecteur € de R”. On peut
représenter graphiquement cette décomposition a l’aide de la séquence de graphiques de la figure
5.1.1 Cette représentation fait notamment apparaitre I'espace L(X.o, ..., X.,) comme sous-espace
de R", engendré par les vecteurs X.o,...,X., (et donc contenant ces vecteurs). Les graphiques
montrent également que E(Y') appartient a ce sous-espace ainsi que l'impose la condition C,2,
mais qu’en général Y n’en fait pas partie. Finalement, la décomposition de Y en la somme de
E(Y) e L(X.o,...,X.,) et de e € R est illustrée.

Remarque 5.2 Siles p+1 vecteurs X.o, ..., X., sont linéairement indépendants, alors ils forment
une base du sous-espace L(X.g,..., X.p) de R" de dimension p + 1. Dans ce cas, la décomposition
de E(Y") sur les vecteurs X.g,..., X., est unique. Les parametres fy, ..., 3, de cette décomposition
sont les coordonnées du vecteur E(Y') dans la base X.o,...,X.,. L'unicité résultant de 'indépen-
dance de ces vecteurs a une conséquence importante en termes d’interprétation du modele. En
effet, ce modeéle est destiné a représenter et mesurer la relation entre la variable Y et les variables
X1,...,Xp, et pose que cette relation est linéaire, ainsi que le traduit la condition C;Q (ou Cp2).
En particulier, la mesure de la réaction de la variable Y a une variation de la variable X}, est f. Si
les vecteurs X.g, ..., X., n’étaient pas linéairement indépendants, alors la décomposition de E(Y)
sur ces vecteurs ne serait pas unique : on pourrait trouver des réels vy, ..., p, avec y; # [3; pour au

1. Cette séquence de graphiques est animée. Pour visualiser l'animation, reportez-vous aux in-
dications données a la fin de l'introduction de ce document. Si vous ne disposez pas dun lecteur de
fichiers PDF permettant d’animer la séquence de graphiques, l'animation est disponible & lurl
http://gremars.univ-1ille3.fr/~torres/enseigne/ectrie/Cp2/.
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moins un ! € {0, ...,p}, tels que E(Y) = 70 X.0++ - -+7pX.p. 2 On voit alors qu’il y a une ambiguité
lorsqu’on cherche a représenter, au moyen d’une condition telle que C,2, la relation entre Y et une
variable exogene X}, puisque le lien entre ces deux variables peut étre caractérisé soit par [Si soit
par ;. Il y a dans ce cas une indétermination dans cette représentation : les parametres d’intérét
qui relient la variable endogeéne aux variables exogeénes ne sont pas caractérisés de maniére unique
par la condition C,2. Lorsque cela se produit, on dit que ces paramétres ne sont pas identifiés.
On verra quelles sont les conséquences de cela en terme d’interprétation et d’estimation de ces

parametres. R]

Remarque 5.3 Notons que les p+ 1 vecteurs X.o,..., X., sont les colonnes de la matrice X. Par
conséquent, ils sont linéairement indépendants si et seulement si la matrice X est de rang p+1. On
voit alors qu’'une condition nécessaire pour que le rang de X soit égal a p+ 1 est qu’on dispose d’un
nombre d’observations n supérieur au nombre p + 1 de parameétres qui expriment la relation entre
les variables exogenes et la variable endogene. Rappelons également I’équivalence suivante qui sera
par la suite : rang(X) =p+1 <= X' X est inversible. * R]

Remarque 5.4 Il est clair que si la condition C,2 spécifie que E(Y') peut s’écrire E(Y') = X3,
alors pour toute matrice @ de taille (p + 1,p + 1) inversible, on peut écrire E(Y) = XQ~'QB. On
peut alors définir 6 = QB et Z = XQ~'. Dans ce cas, la condition C,2 impose qu’il existe ¢ € RP+1
tel que E(Y) = Z4. Ré-écrite de cette maniere, la condition C,2 exprime que le vecteur E(Y) de
R™ est un élément du sous espace L(Z., ..., Z.,) de R" engendré par les colonnes de la matrice Z.

On notera que L(X.q,...,X.p) et L(Z.o,...,Z.,) sont les mémes sous-espaces de R". En effet,
léquivalence Z = XQ~! <= X = Z(Q montre que toute combinaison linéaire de Z.g, ..., Z. p est
également une combinaison linéaire de X.q,...,X., et vice versa. Par conséquent, les conditions
E(Y) € L(X.o,...,X.p) et E(Y) € L(Z.g,...,Z.p) sont parfaitement équivalentes. Autrement
dit, en choisissant d’écrire la condition C,2 sous la forme E(Y) = Z6 ou Z = XQ~! pour une
matrice () connue, on ne change pas le modele. Cela revient a choisir Zy, ..., Z, comme variables
explicatives au lieu de Xp,..., X, les unes étant des transformations bijectives des autres, ainsi
que le traduit 'équivalence Z = XQ7!' <= X = ZQ. Ce changement de variables explicatives
induit un changement de parameétres (ou une reparamétrisation).

Lorsque X.o, ..., X., sont linéairement indépendants, ils forment une base de L(X.o,..., X.p).
Puisque @ est inversible, les vecteurs Z.g,...,Z., sont également linéairement indépendants. Ils
forment un autre base de L(X.o,...,X.p). Exprimer E(Y') = Z¢ revient simplement & exprimer le
vecteur E(Y) dans cette nouvelle base, et les éléments de § sont les coordonnées de E(Y') dans la

base Z.g,...,Z.p.

2. Dans le cas ou X.p,...,X., ne sont pas linéairement indépendants, I'un de ces vecteurs s’écrit comme une
combinaison linéaire des autres. Quitte a renuméroter les variables exogenes, on peut supposer qu’il existe des nombres
co, - - -, Cp—1 non tous nuls tels que X;p, = Zi;é ¢k Xk pour tout individu ¢. Dans ce cas, en utilisant la condition C,2,
on voit que E(Y;) = Bo + 81 Xs1 + -+ + Bp—1Xip—1 + Bp Zz;é ckXik = Yo+ Xi1 + -+ 1pXip o0 Y& = Br + ckPp,
k=0,...,p—1ety,=0.

3. Vous devriez vous assurer que ce résultat vous est connu et que vous savez le démontrer. . .
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K< <fl> > ] =]+

FIGURE 5.1: Représentation de la décomposition Y = E(Y) + ¢



5.2. INTERPRETATION DES PARAMETRES DU MODELE 93

5.2 Interprétation des parametres du modele

Pour interpréter le role des parametres dans un MRLS, on peut avoir recours au procédé suivant.
On s’intéresse par exemple a f1. Considérons deux individus identiques pour lesquels les caracté-
ristiques mesurées par les variables exogenes sont identiques, sauf pour ce qui concerne Xj. Plus
précisément, on suppose que pour les individus ¢ et j distincts, on observe X;, = X, = ) pour
k=2,...,pet que pour k =1, on a ;1 = ;1 + 1. On peut déduire I'impact de cette différence sur
la valeur attendue de la variable endogene de chacun de ces individus. On aura donc

E(Y;) = 6o+ Bi(zj1 +1) + Baxa + - - + Bpay
E(Y;) = Bo + Bizj1 + Boxa + - - + Bpxy

La différence attendue sur le niveau de la variable endogéne pour les individus i et j est donc
E(Y; —Y;) = E(Y) - E(Y;) = A1

On interprete donc le parametre 5 attaché a la variable explicative X; comme la différence
attendue sur le niveau de la variable endogene entre deux individus identiques en tout point, excepté
que le premier a un niveau variable X7 d’une unité plus élevé que le second.

On obtient le méme type d’interprétation en étudiant ’effet d’une variation de X sur le niveau
attendu de Y, toutes les autres variables étant maintenues constantes et fixées a des valeurs données
Z2,...,xp. Pour cela, on considere E(Y;) comme une fonction des variables Xji,...,X;, : E(Y;) =
f(Xi, ..., Xip) = Bo+ 1 Xin + - - - + BpXip. L'effet d’une variation de Xj;; sur la valeur attendue de
Y; s’étudie alors au moyen de la dérivée partielle de f par rapport a Xj;i, évaluée en x1,xa,...,2).
On obtient facilement :*

OE(Y:) of
X1 e

($1,£C2,... ,xp) = ,81
(z1,22,...,2p)
Le parametre 81 mesure donc l'effet des variations de X;; sur la valeur attendue de Y;. On peut
obtenir un résultat plus précis sur cet effet, puisque si on fixe le niveau X;; a x pour k = 2,...,p,
alors E(Y;) dépend de linéairement X;;. Par conséquent, 51 est également la variation relative
de E(Y;) consécutive & un accroissement de A unités de X;1, les niveaux des variables autres
que X;; étant maintenue inchangés. Formellement, en considérant comme auparavant E(Y;) =
f(Xi1,...,Xip), on peut écrire :

flin + A, xo, ... xp) — frin, @2, ..., )
A

Lorsqu’on choisit A = 1, on peut interpréter 5; comme la variation attendue de Y; engendrée par

=/

une augmentation d’une unité du niveau de la variable X;i1, le niveau des autres variables restant
inchangé (ou encore, toutes choses égales par ailleurs).

Notons que le signe de 1 est important, puisque s’il est positif, un accroissement provoquera,
toutes choses égales par ailleurs, une augmentation de la valeur attendue de Y;, tandis que si 31 est

négatif, c’est une diminution qui sera attendue.

4. Cette dérivée ne dépend évidemment pas de ’endroit ou elle est évaluée, puisque f est linéaire en chacun de
ses arguments.
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Remarque 5.5 Lors de I'interprétation des parametres d’'un MRLS ou lors d’un exercice théorique
qui consiste a examiner 'effet d’une augmentation de 'une des variables exogeénes sur le niveau
attendu de la variable endogene, il est trés important de raisonner « toutes choses égales par
ailleurs ». Les exemples suivants montrent pourquoi.

1. Considérons un MRLS dans lequel les individus sont des maisons, la variable endogene est le
prix de vente de la maison et les variables explicatives sont la surface, le nombre de pieces
et 'dge de la maison. Désignons par 31 le parametre de la variable nombre de piéces. Si on
s’intéresse au signe possible de (31, on pourrait de maniere un peu hative conclure qu’il est
positif, puisqu’en général, une maison avec beaucoup de piéces sera vendue a un prix plus élevé
qu’une maison ayant peu de pieces (donc f; positif). Cependant, dans le contexte du MRLS
formulé dans cet exemple, ce raisonnement n’est pas valable. En effet, comme décrit ci-dessus,
(1 s’interprete comme la différence attendue entre le prix de vente de deux maisons identiques
en tout point, excepté que I'une possede une piece de plus que la précédente. Cela implique
donc que dans cette comparaison, les deux maisons ont la méme surface. Par conséquent, si
I'une a plus de pieces que 'autre, la taille moyenne de ses pieces doit étre plus petite, et peut
donc avoir une valeur de vente moindre. On voit donc qu’en raisonnant toutes choses égales
par ailleurs, comme il se doit, il est tout a fait plausible de penser que la hausse du nombre

de pieces peut se traduire par un prix de vente attendu plus faible (donc 1 négatif).

Le raisonnement erroné qui conduisait & estimer que 3; devrait étre positif comportait une
étape sous-jacente qui consistait a affirmer que si une maison a plus de pieces qu’une autre,
elle est en général de plus grande superficie et a donc plus de valeur. On voit dans ce cas
que le raisonnement envisage non seulement une augmentation du nombre de pieces, mais
également une augmentation de la superficie. Ce type de raisonnement dans lequel on autorise
éventuellement une variation du niveau des variables autres que celles dont on étudie l'effet
sur la variable endogene n’est pas correct, dans le contexte de l'interprétation des parametres

d’un MRLS.

2. Considérons a présent un MRLS dans lequel les individus sont des villes, la variable endogéne
est le nombre moyen de passagers/heure dans les bus de la ville, et les variables exogénes sont
le prix du ticket de bus, le prix du litre d’essence, le revenu moyen per capita, la superficie
de la ville, le nombre d’habitants. Dans cet exemple, on désigne par 31 le parametre attaché
a la variable prix du ticket de bus. Lors de 'interprétation de ce parameétre, on peut étre
tenté de dire que 'augmentation du prix du ticket de bus n’a pas le méme effet sur le nombre
de passagers/heure dans les petites villes que dans les grandes villes. Cependant, le MRLS
décrit ici ne permet pas de mesurer le degré d’exactitude de cette affirmation. Raisonner
« toutes choses égales par ailleurs » implique que l'effet d’une variation du prix du ticket
de bus sur la variable endogeéne doit s’étudier pour des villes ayant des niveaux identiques
des autres variables exogenes, et en particulier pour des villes ayant la méme superficie et le
méme nombre d’habitants.

3. On mentionnera le caractere parfois délicat d’un raisonnement « toutes choses égales par
ailleurs ». Pour illustrer cela, considérons un MRLS dans lequel les individus sont des humains,
ou la variable dépendante est le montant des dépenses de santé, les variables explicatives sont
la zone d’habitat (rurale/urbaine) le sexe, 'age, le carré de ’dge. Cette derniére variable est
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introduite pour éventuellement capturer ’existence potentielle de liaisons non linéaires entre
I’age et les dépenses de santé. Il est clair que dans ce cas, il est difficile d’évaluer l'effet de
I’augmentation de la variable dge sur la variable dépenses de santé, en voulant garder constant
le niveau de la variable carré de I’dge. Dans un tel cas, plutét que de vouloir interpréter le
parameétre attaché a la variable age, il est recommandé d’étudier, toutes choses égales par
ailleurs, l'effet de I’dge (et donc des variables age et carré de 1'age) sur les dépenses de santé.
Cet effet global de I'dge se décompose alors en un effet linéaire (par 'intérmédiaire de la
variable 4ge) et d’un effet non-linéaire (par I'intermédiaire de la variable carré de I’dge).

4. Finalement, on notera que dans le cas ou X n’est pas de rang p+ 1 la mesure des effets d’une
variable exogéne X sur la variable endogene Y au moyen du parameétre 85 n’est plus possible.
On a vu dans la remarque 5.2 que cela correspond au cas ot les parametres du modele ne
sont pas identifiés et qu’il existe plusieurs facons de mesurer l'effet « toutes choses égales par
ailleurs » d’'une augmentation de Xj sur la variable Y.

La raison est assez proche de celle évoquée dans le point précédent. En effet, lorsque le rang
de X n’est pas égal a p + 1, au moins 'une des variables exogénes s’exprime comme une
combinaison linéaires des autres (voir la remarque 5.3). En reprenant l’exemple de la note
2 du bas de la page 91 dans lequel on suppose qu'on peut écrire X;;, = > 0_ OCszk pour
i = 1,...,n, on voit que si X;; augmente d’une unité, alors on a nécessairement que Xj,
varie de c1 unité(s). Il est donc impossible d’interpréter 51 comme la variation attendue de Y;
lorsque X;; augmente d’une unité, toutes choses égales par ailleurs. On a effectivement dans

ce cas

E(Y;) = 6o+ /1 X+ -+ BpXip
= (Bo + coBp) + (B1 + c1B8p) Xit + -+ + (Bp—1 + cp—18p) Xip—1

en exprimant la derniére variable exogene en fonction des autres. Cette écriture fait apparaitre
que leffet attendu sur Y; d’une augmentation d’une unité de la variable Xj;1, toutes choses
égales par ailleurs, est y; = 31 +c13,. Les parametres qui permettent de représenter la relation
linéaire entre les variables exogenes et la variable endogene ne sont donc pas ceux apparaissant
dans la condition C,2, mais plutét des combinaisons linéaires de ces derniers, données par
Yk :ﬁk+ckﬂp, k‘ZO,...,p—l.
Ceci montre que la relation C,2, par laquelle on exprime le fait qu’on veut expliquer linéai-
rement Y en fonction des p variables X1,..., X, est mal spécifiée, dans la mesure ou lorsque
les p — 1 premieres variables exogenes sont prises en compte, alors la derniere est redondante
(elle est elle-méme une combinaison linéaire des autres variables explicatives) et n’est donc
pas nécessaire pour expliquer Y.
Ces conclusions ne sont valables que si les p—1 premieres variables endogenes sont elles-mémes
linéairement indépendantes. Si ce n’était pas le cas, alors on pourrait itérer le raisonnement
qui vient d’étre tenu a propos de X,, : on aurait une relation dans laquelle seulement p — 2
variables exogenes expliquent Y. Si on note r le rang de la matrice X, alors la condition C,2
est équivalente & une condition qui établit qu’il existe r réels vy, ...,y uniques pour lesquels
on a

E(Y;) :'YlXikn +"'+’77’Xikr7 1=1,....n (51)
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ou ky,...,k, sont r indices distincts parmi {0, 1,...,p}. Il est en effet clair que si la décompo-
sition (5.1) est vraie, alors C,2 est également vraie : il suffit de poser fj, = 7; s’il existe j tel
que kj = k et 8, = 0 sinon. Réciproquement, si C,2 est vraie et si rang(X) = r, alors parmi les
p—+1 vecteurs qui constituent les colonnes de X, il y en a r au maximum qui sont linéairement
indépendants. On note X.,,...,X.j, ces r vecteurs. Il forment une base de L(X.g,...,X.p)
et on a donc évidemment L(X.p,...,X.p,) = L(X.g,,..., Xk, ). Comme la condition C,2
établit que E(Y") appartient a L(X.o,..., X.,) (voir la remarque 5.2), on doit avoir que E(Y")
s’exprime de maniere unique comme une combinaison linéaire des vecteurs formant une base

de cet espace. Les coefficients de cette combinaison linéaire sont v1,...,7,. K

5.3 Estimation des parameétres f, ..., [,

5.3.1 La méthode des moindres carrés

Dans cette section, on reprend le probleme d’estimation des parametres fy, . .., 8,. La démarche
exposée dans la section 2.1 peut s’appliquer ici : on cherche les valeurs des parameétres pour lesquelles
les distances (mesurées par les carrés des différences) entre Y; et la partie de Y; expliquée par les
variables exogénes ont la plus petite moyenne. Minimiser la moyenne de ces distances revient
a minimiser leur somme. On est donc amené a minimiser par rapport a fo,..., 03, la fonction

S(Bo, - .., Bp) définie par

n

2
S(Bos---Bp) =D (Yi—Bo— BrXir — -+ — BpXip)
i=1
Cette fonction est continue et dérivable par rapport a chacun de ses arguments. Sa minimisation
repose donc sur le calcul de ses dérivées premieres et secondes. La premiére étape consiste a trouver
un (p + 1)-uplet (B, ..., 5p) pour lequel chacune des dérivées premieres de S s’annule :

oS 4 -
2 oo B =0, k=0 (52

Pour tout £k = 0,...,p, S est un polynéme de degré 2 en 5. Donc le membre de gauche de la k°
équation de (5.2) est linéaire en 8, 1 =0,...,p, k =0,...,p. Ces p+ 1 équations forment donc un
systeme linéaire a p + 1 inconnues, et une reformulation matricielle & I'aide des éléments Y, [ et
X introduits a la section 5.1 permet d’en exprimer facilement les solutions.

Notons qu’en utilisant la notation X;y = 1 pour tout ¢, pour £k =0,...,p, on a
oS “
a—ﬁk(ﬁoa o Bp) = =2 Xin(Yi — BoXio — Bi1Xi — - — BpXip) (5.3)
i=1
Avec les définitions de 8 et de X;., ¢ = 1,...,n, introduites a la section 5.1, on peut écrire g—i(ﬁ) =

-2 X (Yi— X1 B), k=0,1,...,p. On remarque que Y; — X, 5 est la i® coordonnée du vecteur
(aléatoire) Y — X3 de R™. Par conséquent, on peut également écrire :

oS

a—ﬁk(g):—QXTk(Y—X,B) k=0,1,....p (5.4)
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ou les vecteurs X.x, £k = 0,1,...,p, ont été définis en 5.1. Par conséquent, pour minimiser S on
cherche un 3 = (o, . .. ,ﬁp)T € RPT! tel que

XT(Y - XB) = 0pp1 (5.5)
ou 0p41 désigne le vecteur nul de RPFL ou encore,
X" X=X"Y (5.6)

Un tel /3’ existe et est unique si et seulement si la matrice XX est inversible. Dans ce cas, on
obtient

B=(XTX)'XTY
Sous cette condition d’inversibilité, il faut vérifier que 5’ réalise le minimum de S. Ce sera le cas
si la matrice des dérivées secondes de S est définie positive en /3’ A partir de (5.3), on calcule la
(k,1)° entrée de cette matrice :

928
0BLOp

On en déduit que la matrice des dérivées secondes de S est 2X 7 X. On vérifie qu’elle est définie

n
(B) =2 XuXa =2X X,
=1

positive. Soit a # 0,41 un vecteur non nul de RP*1. On a

n
a" (X" X)a=(Xa) Xa=>_ A7 (5.7)
i=1
ouA; = Zg:o Xikar = X, a est la i® coordonnée du vecteur A = Xa. Donc X "X est définie positive
si et seulement si Xa # 0, pour tout a € RPT! g # Op+1. Or cette condition est nécessairement
vérifiée puisqu’elle équivaut a la condition que X "X est inversible (voir la remarque 5.3), ce que
nous avons supposé. On a donc prouvé le résultat suivant.

Propriété 5.3 Si la matrice X, de taille (n,p+ 1) et d’élément constitutif X, est de rang p+1,
alors S admet un unique minimum, atteint en 3 = (XTX)"IXTY. On appelle B Uestimateur des
moindres carrés ordinaires (MCO) de 3. La (k+1)¢ coordonnée By de [ est Uestimateur des MCO
de By.

Si X est de rang inférieur ¢ p+ 1, la fonction S admet un méme minimum en plusieurs points
de RPYL. On dit dans ce cas que Uestimateur des MCO de B n’existe pas.

Remarque 5.6 Il est naturel que 'estimateur des MCO de 8 n’existe pas lorsque le rang de X
n’est pas égal a p+ 1. En effet, nous avons noté a la remarque 5.2, que dans ce cas la décomposition

de E(Y') comme combinaison linéaire des vecteurs X.o,..., X., n’était pas unique. Dans ce cas,
I’équation (5.6) qui caractérise les solutions de la minimisation de S montre ces solutions sont
multiples. Le résultat énoncé ci-dessus montre alors que si les parametres fy,..., [, sont non-
identifiés, alors 'estimateur de MCO de ces parametres n’existe pas. R]

Remarque 5.7 Pour l'interprétation graphique de la conséquence du rang de X sur la minimisa-
tion de S, voir les graphiques 2.3 (cas rang(X) = p + 1) et 2.5 (cas rang(X) < p + 1) du chapitre
2.
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Remarque 5.8 Il est important /intéressant de noter que pour dériver la solution du probléme de
minimisation de la fonction S, il n’a été fait aucun usage des conditions C,1 a Cp3 qui définissent
le MRLS. Autrement dit, la minimisation de S admet pour solution 3 = (XTX)"1XTY que ces
conditions soient vraies ou pas.” Le fait de se placer dans le contexte d’'un MRLS n’intervient que
dans le choix d’'une méthode d’estimation, qui est celle qui vient d’étre exposée et qui conduit a
utiliser la solution du probléme de minimisation de S comme estimateur du vecteur 3 des parametres
du modele. On rappelle que ce choix est basé¢ sur I'observation que la condition C,2 impose a
E(Y) d’étre un combinaison linéaire des vecteurs constituant les colonnes de X ; on essaie alors
d’approximer une telle combinaison linéaire par celle qui est la plus proche de Y. Cette remarque

reste également valable pour tout le contenu de la section qui suit.

En revanche, comme on le verra a la section 5.3.3, les propriétés de 3 en tant qu’estimateur
de B (biais, précision, etc) dépendront de celles de Y et de X, et en particulier de la relation qui
les lie I'un a l'autre. On voit donc que ces propriétés découleront bien des conditions C,1 a C,3

définissant le modéle.

5.3.2 Interprétation géométrique de I’estimation par moindres carrés

L’estimateur des MCO de 8 obtenu en minimisant la fonction .S donne lieu & des interprétations
géométriques intéressantes. Pour cela, il faut reconsidérer le probleme de minimisation de S, en
rappelant des éléments d’algebre élémentaires sur I'espace vectoriel R (sur R).

On rappelle que le produit scalaire de deux vecteurs u = (ug,...,u,)" et v = (vy,...,v,)" de
R™ est le réel noté (u,v) défini par (u,v) = 3" | u;v; = u'v. % Ce produit scalaire permet de définir
la norme d'un vecteur u, notée ||ul|, par |lu| = /(u,u)".

Par conséquent, puisque (Y; — o — f1Xi1 —- - - — B, Xip) est la i° coordonnée du vecteur Y — X 3,

on peut écrire

S(Bos--,Bp) =Y — XB|? (5.8)

Donc le probleme de minimisation de S s’écrit mingegp+1 [|[¥Y — X 5]|%

On note maintenant que par construction, tout vecteur de L(X.o, ..., X.,) s’écrit sous la forme
X B pour un certain 8 € RPT! et réciproquement, tout vecteur de R™ s’écrivant sous la forme X3
est dans L(X.q,...,X.p). Par conséquent, chercher le 8 € RP*! qui minimise |Y — X 3||? revient
a chercher le vecteur Y de L(X.o,...,X.p) tel que

Y —U|?>||Y -Y|* VUe€L(X.,...,X.,) (5.9)

Autrement dit, le probleme de minimisation de S est équivalent & minger,(x.o,...x

2
Y U2
Le point 5 de la propriété 9.22 (section 9.2) établit que la solution de ce probléme est le vecteur Y

de L(X.o,...,X.p) correspondant a la projection orthogonale de Y sur cet espace. Si les vecteurs
X.0,...,X.psont linéairement indépendants, ils forment une base de cet espace. Comme ils forment
les colonnes de la matrice X, celle-ci est de rang p + 1, et le point 4 de cette méme propriété 9.22

5. La seule condition nécessaire porte sur le rang de X, ce qui n’est pas une condition permettant de définir le
MRLS.
6. Comme on l’a fait jusqu’a présent, on assimile un vecteur de R™ au n-uplet de ses coordonnées.



5.3. ESTIMATION DES PARAMETRES f, ..., 5, 99

permet d’écrire que la matrice associée a I’application de projection orthogonale sur L(X.o, ..., X.p)
est P, = X(X"X)"1XT. On a alors

Y =PY=XX"X)'X"Y (5.10)

Puisque par construction Y € L(X.o,...,X.p), il doit s’écrire sous la forme Yy = X[g’ pour un
certain ﬁ € RP*L. Comme la matrice X est de rang p + 1, ou de maniére équivalente, ses colonnes
forment une base de L(X.g,...,X.p), un tel B est unique. L'expression de ¥ donnée par (5.10)
montre qu’on doit alors avoir

B=(X"X)'X"Y
ce qui est bien la solution trouvée dans la section précédente.

On vient de montrer que dans le MRLS ou rang(X) = p+ 1, 'estimateur des MCO de 3 est le
vecteur (3 des coordonnées de la projection orthogonale sur le sous-espace L(X.q,...,X.p) de R"
engendré par les vecteurs X.o,...,X., contenant les observations des variables exogenes, et dont

ils forment une base. Ce résultat est illustré par la séquence de graphiques de la figure 5.2.

La reformulation de S donnée en (5.8) permet une interprétation intéressante de Y. On rappelle
que 'application qui & deux vecteurs u et v de R™ fait correspondre la norme de leur différence ||u—v||
est une distance (elle est non-négative, symétrique, s’annule si et seulement si u = v et satisfait
I'inégalité triangulaire). Par conséquent, minimiser S(3) = ||Y — X 3||? par rapport a § € RP*! ou
encore trouver Y satisfaisant 'inégalité (5.9) revient & chercher le vecteur de L(X.o,..., X .p) pour
lequel la distance avec Y est la plus petite. On voit donc qu’estimer 8 au moyen de I'estimateur des
moindres carrés revient a trouver les coefficients de la combinaison linéaire des vecteurs X.o, ..., X.,
formant le vecteur le plus proche de Y. Ces coefficients sont les composantes /3’0, . ,ﬁp de /3’

Remarque 5.9 Dans le méme esprit que la remarque 5.8, on note que l'interprétation géométrique
qui vient d’étre donnée de la méthode d’estimation par moindres carrés des parametres du MRLS,
et qui montre que la démarche d’estimation est assimilable & une projection orthogonale, peut étre
abstraite du contexte du MRLS. En effet, ce dernier est introduit parce qu’on veut représenter
une relation entre variables, a laquelle on sait donner un sens (7.e., qu’on sait interpréter). Cepen-
dant, indépendamment de tout sens qu’on pourrait donner & une telle relation, I’équivalence entre
moindres carrés et projection orthogonale demeure, puisque ni la validité de la minimisation qui
conduit a ’estimation par moindres carrés, ni le résultat montrant que cette minimisation revient
a effectuer une projection orthogonale ne s’appuie sur le fait que les conditions C,1 a C,3 sont
satisfaites ou pas. Par conséquent, si on se donne g + 1 vecteurs de R", notés Z, Uy, ..., U, de sorte
que Uy, ..., U, soient linéairement indépendants, on peut s’intéresser a la projection orthogonale de
Z sur le sous-espace de R™ engendré par Uy, ..., U,. Ainsi qu’on I'a noté, cela revient a chercher la
combinaison linéaire de ces vecteurs la plus proche de Z. Les coefficients qui définissent cette com-
binaison linéaire peuvent s’interpréter comme les estimateurs des parametres d’une “relation” entre
une “variable endogene” dont les observations seraient les coordonnées de Z et g “variables exoge-
nes”, la k° d’entre elles ayant pour observations les coordonnées de Uy. En effet, si on construisait
de maniere artificielle (c’est a dire indépendamment de tout objectif de représenter ou d’approxi-
mer une réalité quelconque) un modele de régression dans lequel la variable exogeéne est Z et les
variables explicatives sont Uy, ..., U,, 'estimation par moindres carrés des parametres nous ame-
nerait a résoudre un probleme de minimisation dont la solution nous donnerait les coordonnées de
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la projection orthogonale de Z sur l'espace engendré par Uy, ...,U,. Il faut noter que la relation
qui permettrait de définir un tel modele est parfaitement fictive puisqu’on ne prétend pas qu’elle
existe ou qu’elle approxime une relation existante. Elle sert d’auxiliaire qui permet de faire le lien
entre I'estimation de ses parametres par moindres carrés et une projection orthogonale.

5.3.3 Propriétés de ’estimateur des moindres carrés

Cette section présente la propriété la plus importante de 5’ , qui établit que 'estimateur MCO de
[ est optimal dans la classe des estimateurs linéaires et sans biais. Ce résultat est identique & celui
obtenu dans la section 2.1. Il est cependant établi ici dans le contexte plus général d’'un MRLS en
utilisant une approche plus globale. Puisqu’on étudie les propriétés de 3 , on supposera qu’il existe,
et sans qu’on le rappelle par la suite, on se placera toujours sous la condition que rang(X) = p+ 1.

On commence par montrer que (3 appartient bien a la classe des estimateurs considérés.

Définition 5.1 Un estimateur de [ est linéaire s’il peut s’écrire sous la forme AY , ou A est une
matrice connue, non aléatoire.

On rappelle qu'un estimateur 5 du vecteur des paramétres § est sans biais si quelle que soit la
valeur de ce vecteur, l'espérance de 3 est égale & cette valeur, ou formellement : E(ﬁ~ —B) = 0py1,
V3 € RPTL,

On obtient facilement la condition pour qu'un estimateur linéaire soit sans biais. Cette condition
s'écrit E(AY — ) = 0p41, V3 € RPFL Comme A et 8 sont non-aléatoires, cette condition s’exprime
également AE(Y)— 8 = 0,41, V8 € RPFL ou encore, en utilisant la condition C,2 : (AX —1I,41)83 =
0p41, VB € RPTL Cette égalité est évidemment vraie si AX = I,,11. Pour qu'elle soit vraie quelle
que soit # dans RPT! il est également nécessaire d’avoir AX = p+1- En résumé, dans le MRLS
un estimateur linéaire de [ est sans biais si et seulement si la matrice A qui le caractérise satisfait
AX = Ipy1. On a immédiatement la propriété suivante.

Propriété 5.4 Dans le MRLS, ’estimateur MCO défini dans la propriété 5.3 est un estimateur
linéaire et sans biais de 3

Preuve : En choisissant A = (X" X)"' X" on voit que /3 a bien la forme donnée dans la définition
5.1. On vérifie facilement que AX = I,41.

Si on souhaite montrer que B est le meilleur dans la classe des estimateurs linéaires et sans biais,
il faut établir un critére qui permette de comparer deux estimateurs dans cette classe. Ce critere doit
tenir compte du fait que dans le contexte du MRLS, le parameétre est multidimensionnel (i.e., dont
la valeur est un (p+1)-uplet ou un vecteur de réels). ” Pour aboutir & un critére de comparaison dans
ce contexte, on reprend le raisonnement de la section 2.2, qui avait conduit a 'utilisation de I’erreur
quadratique moyenne (EQM) pour comparer deux estimateurs d’un parametre unidimensionnel. La
justification de ce choix repose sur 'interprétation de 'EQM d’un estimateur comme un indicateur
de sa précision, puisque 'EQM mesure la distance attendue entre I'estimateur et ce qu’il estime. En
reprenant ce qu'on a dit dans le dernier paragraphe de la section 5.3.2, la distance permettant de
définir PEQM pour un estimateur £ de 3 se mesure par ||3—f|2, et 'EQM elle-méme est E(||—53]?).

7. Cet aspect était également présent dans la discussion de la section 2.2, mais il n’a pas été abordé.
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En utilisant ce critére, on préferera un estimateur 5 a §* si E(||8 — 8||2) < E(||8* — 8]|2) pour tout
B € RPtL. En utilisant les rappels faits au début de la section 5.3.2, on peut écrire

P P
E(|3 - 81*) =E [Z(/Bk - /Bk)2] = > E[(Br — Br)?]
k=0 k=0
Or E[(Bk — Br)?] est TEQM de l'estimateur Bi de B;. Donc PEQM de S est la somme des EQM de
ses éléments. Par conséquent, le critére de comparaison introduit ici revient & préférer 8 a 5* si

1 ¢ 5 2 1 & * 2
P k:OE[(ﬂk Be)] < o kz:%E[(/Bk Be)’]
c’est-a-dire si, en moyenne, 'EQM des composantes de B est plus petite que PTEQM des composantes
de 8*. Avec un tel critére de comparaison, on peut étre amené & préférer 5 & 8*, bien qu’il soit
possible que pour certains éléments de 8 D'estimateur 8* soit plus précis que 3, dans le sens ol pour
il est possible d’avoir E[(Bx — k)] > E[(B — Br)?] pour un certain k. Autrement dit ce critére peut
amener a préferer des estimateurs précis en moyenne, mais peu précis pour quelques éléments de
s.
Ce critére n’est pas satisfaisant, et on le remplace par un critére qui, au lieu d’amener a préférer
un estimateur dont les EQM de chacun de ses éléments sont en moyenne plus petites, conduit a
préférer B A 5* si, composante par composante, le premier a une EQM plus petite que le second,
ou formellement, si E[(5; — Bx)?] < E[(B; — Br)?], pour k = 0,...,p. Cette approche conduit au
critére suivant. ®

Définition 5.2 Soient 3 et 8* deuz estimateurs d’un méme paramétre 8 dont la valeur est dans
RPHL. On dit que (B est préférable (au sens de 'EQM) & 3% si pour tout f € RPTL la matrice
E[(B*=8)(B*—B)"] — E[([g’ - B)(B— B)"] est semi-definie positive.

Remarque 5.10 Cette définition appelle plusieurs remarques.

1. Comme la (k,l)° entrée de la matrice (B — ﬁ)(B —B)7 est (Bk — ﬁk)([g’l — B1), le k¢ élément
de la diagonale de la matrice E[(/S’ — ﬂ)(ﬂ~ — B)"] est PEQM de Bk. Définissons pour tout
k=0,...,ple vecteur a, de RP*! dont la (k + 1)¢ coordonnée vaut 1 et toutes les autres sont
nulles. Si 3 est préférable a 8*, la définition 5.2 implique que pour tout k = 0,...,p et tout
B eRPtl on a

af (B[(B" = B)(8" = 8)] —E[(B=B)(B~-8)"]) ar =0

Avec la forme donnée aux ax, on vérifie facilement que cette inégalité revient a écrire que
pour tout k =0,...,p et pour tout B € RPT! on a

E[(B; — Br)?] > E[(Br — Br)?]

Le critére de comparaison d’estimateurs donné a la définition 5.2 répond bien a I'objectif
annoncé juste avant cette définition.

8. On rappelle que si A est une matrice dont les entrées sont des variables aléatoires, alors E(A) est un matrice
dont la (7, j)° entrée est I'espérance de la (3, j)° entrée de A.
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2. Cet objectif est méme dépassé. En effet, on vient de montrer que si on s’intéresse a ’estimation

d’une composante donnée de (3, alors le critere de la définition 5.2 permet de sélectionner
Iestimateur le plus précis. Si au lieu de s’intéresser a une des composantes de 8 on souhaite
estimer une combinaison linéaire de plusieurs de ces composantes, alors le critére permettra
aussi de comparer deux estimateurs et d’en sélectionner le meilleur. Pour le montrer, on se
donne p + 1 réels quelconques co, ..., c, et on considere 'estimation du nouveau parametre
défini comme v = ¢ = cofo+ -+ cpfp, o ¢ = (co,...,¢p) 7. Si f3 est préférable a B*, alors
pour tout 3 € RP*! on doit avoir

¢ (BI(5" - B)(B" - A1 ~ElB-H)B-8)7])e>0

En développant, on a E[cT(8* — B)(8* — 8)"¢] — E[c" (B — B)(B — B)"¢c] > 0. On note que
¢ (B* = B) € R, et que par conséquent I'inégalité s’écrit encore E[(c¢ (5* — ,8))2] ~E[(c"(B~
,8))2] > 0. Finalement, en développant les termes a l'intérieur de ’espérance et en utilisant
la notation introduite ci-dessus, on a

E[(c"8" =) —E[(c"F-7)’] 20

pour tout v € R. Comme estimateur de la combinaison linéaire v = ¢ des éléments de
B, on peut considérer la méme combinaison linéaire, prise sur les éléments de 5%, donnée
par v* = ¢"8*. De la méme maniére, on peut également former l'estimateur 4 = ¢’ B de 5.
L’inégalité ci-dessus s’écrit alors E[(v* —7)?] > E[( —v)?]. Elle montre que si pour estimer
B, B est préférable & 8*, alors pour estimer une combinaison linéaire de 8, la combinaison
linéaire formée & partir de 3 est préférable A celle obtenue & partir de 5*.

La définition 5.2 établit alors une équivalence : 3 est préférable & 5* si et seulement si quelle
que soit la combinaison linéaire ¢’ 3 des éléments de 3, I'estimateur ¢" B de cette combinaison
linéaire est préférable a 'estimateur c' 5*.

. Finalement, comme on l'a déja noté, si § est un estimateur sans biais, alors sa matrice des

variances-covariances V() coincide avec E[(6 — 8)(8 — 8)T]. Par conséquent, si § et * sont
deux estimateurs sans biais de 38, 3 est préférable a * si pour tout 8 € RPH! 1a V(p*)— V(B)
est définie positive. K

On dispose maintenant d’un critére qui permet de comparer deux estimateurs. En utilisant ce

critere, on montre que dans la classe des estimateurs linéaires et sans biais considérée dans cette

section, I'estimateur MCO B est préférable a tout autre estimateur de 8 dans cette classe.

Théoréme 5.1 (Gauss-Markov) Dans le contexte du MRLS, si B est un estimateur linéaire et
sans biais de B, alors la matrice V(B) — V(B) est semi-definie positive pour tout f € RPTL. Donc
dans le MRLS, B est le meilleur estimateur linéaire sans biais de 5.

Preuve : Soit 3 un estimateur linéaire sans biais de 3. En utilisant le paragraphe qui précede la

propriété 5.4, on peut écrire § = AY pour une certaine une matrice A non-aléatoire et telle
que AX = p+1. Par ailleurs, la propriété 5.4 établit que B =AY avec A = (XTX)"1XT,
On calcule la matrice des variances-covariances de ces deux estimateurs. On a

V(B) = V(AY) = AV(Y)A" = 6% AAT
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ott la deuxiéme égalité provient du fait que A est-non aléatoire (et en utilisant la propriété

9.7 de la section 9.1.2) et la troisiéme de la condition Cp3. De la méme maniére on obtient

V(3) = 02AAT. 1l faut montrer que o2(AAT — AAT) est semi-définie positive. Comme

0% > 0 (voir la condition C,3), il est équivalent de montrer que AAT — AAT est une
matrice semi-definie positive. On note que ’expression de A et la condition AX = 1
impliquent AAT = AX(XTX)™' = (XTX)~!. Par ailleurs, un calcul direct montre que
AAT = (X7X)"!. On en déduit donc que AAT = AAT. Pour obtenir le résultat recherché,
il suffit d’introduire la matrice B définie comme B = A — A. En développant le produit
BBT et en utilisant les égalités précédentes, on a AAT — AAT = BBT. On voit de par sa
forme que cette matrice est semi-definie positive (voir par exemple 5.7).

Le théoréme 5.1 est un résultat d’optimalité pour l'estimation des paramétres du MRLS. A
ce titre, c’est le résultat le plus important dans ce contexte. Il justifie le choix de la méthode
permettant d’obtenir 'estimateur MCO. Ce résultat peut étre légerement généralisé en montrant
que 'optimalité de I'estimateur MCO peut étre étendue au cas ol on s’intéresse a l'estimation de
plusieurs combinaisons linéaires des parametres fy, ..., 3.

Le résultat de théoreme 5.1 montre directement que si on souhaite estimer la combinaison
linéaire v = ¢" B des éléments de (3, alors ¢ /3’ est un estimateur linéaire et sans biais de v qui est
préférable & tout autre estimateur de la forme ¢’ 3, olt § est un estimateur linéaire et sans biais de
5. En effet, pour que cela soit la cas, il faut que V(CTB) > V(cTﬁ) pour tout 8 € RPL. En utilisant

la propriété 9.7, cette condition est équivalente a ¢"V(5)c > ¢"V(f)c et le théoréme 5.1 montre
qu’elle est satisfaite.

On généralise ce résultat en montrant non seulement que ¢' S est un meilleur estimateur de ~
que tous les estimateurs linéaires et sans biais de v (et pas seulement meilleur que les estimateurs
de la forme c¢"f3), mais également que ce résultat reste vrai si on veut estimer m combinaisons

o T T
linéaires ¢ 3,...,c,,5.

Théoréme 5.2 Soit C' une matrice de taille (m,p+1) dont les entrées sont des réels. On considére
le paramétre ' = CB = (71,...,7m) ", ot vy = ¢/ B et ¢ est la 1 ligne de C. L’estimateur [ del
défini par = CB est préférable a tout autre estimateur linéaire et sans biais de I'.

Prewve :On aI' = CY, ot € = C(X"X)"2X7. Donc I est un estimateur linéaire et on vérifie
aisément qu’il est sans biais : E(f’) = Cp =T, quelle que soit la valeur possible de T.
Donc, si on se donne I' un autre estimateur linéaire et sans biais de T, il faut montrer que
V(') — V(') est semi-définie positive. Soit donc I' un estimateur linéaire de T, de la forme
I = CY. Clest un estimateur sans biais de T' si et seulement si CXS = C pour tout
B € RPtL ou encore DB = 0,,, V8 € RPTL ott D est la matrice CX — C. La condition
d’absence de biais équivaut & ce que chaque ligne de D soit un vecteur de RP*! orthogonal
a tout vecteur de RPFL. Le seul vecteur satisfaisant cette condition est 0,41. On doit donc
avoir D = 0, c’est & dire CX = C. On calcule maintenant les variances. En utilisant la
propriété 9.7, on a V(') = 62CCT et V(I') = 02CCT. On procéde alors exactement comme
dans la preuve du théoreme 5.1. On note que grace a la forme de C et a la condition sur C
garantissant I'absence de biais pour I, on a CC™ = CC7. Par conséquent, si on introduit
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la matrice G = C — C’, on obtient
GGT=(C-C)(C-C)"=CCT-CCT
et on conclut comme dans la preuve du théoreme 5.1.

Ce théoreme permet d’obtenir tous les autres résultats d’optimalité liés a ’estimation des pa-
rametres du MRLS. En choisissant C' = Ip;1, on retrouve le théoréme 5.1. En posant C' = a; ou
ay, est le vecteur de RP*! dont la (k + 1)¢ coordonnée vaut 1 et les autres 0, on obtient le résultat
qui montre que Bk est le meilleur estimateur linéaire sans biais de ;. En outre le théoreme 5.1
permet d’obtenir des résultats nouveaux. Le résultat annoncé établissant que CTB est le meilleur
parmi tous les estimateurs linéaires et sans biais de ¢ 8 s’obtient en choisissant C' = ¢'. On peut
également montrer un résultat important qui généralise celui concernant ’estimation d’un élément
de . En effet, si on choisit

ak,
c=|"
a,,
ou ki,...,kn sont m indices parmi {0, ...,p}, alors
B
r— g ﬂfcz
B

est un sous-vecteur de 5. Le théoréme 5.2 montre que le meilleur estimateur linéaire de ce sous-
vecteur est .

i

B

Bk
c’est-a-dire le sous-vecteur correspondant de f3.

Remarque 5.11 On peut noter qu’il existe une maniére identique a celle de la section 2.2 permet-
tant d’établir I'optimalité de 'estimateur des MCO dans ’ensemble des estimateurs linéaires et sans
biais. On a vu dans le point 2 de la remarque 5.10 qu’'un estimateur de 8 meilleur qu’un autre est
également meilleur pour estimer n’importe quelle combinaison linéaire ¢’ 8 des coordonnées de fS.
Donnons-nous ¢ € RP*! quelconque (mais non nul), et considérons l'estimation de la combinaison
linéaire v = ¢' 8 au moyen d’un estimateur linéaire et sans biais. Cet estimateur est donc de la forme
a'Y, avec a € R" et doit satisfaire E(a"Y) = v pour tout v € R, c’est-a-dire a" X3 = ¢" 5 pour
tout B € RPT! (on a utilisé la condition C,2 et la définition de ). On doit donc avoir a™ X = c'.
L’EQM d’un tel estimateur coincide donc avec sa variance V(a'Y) = a"V(Y)a = o%a"a (on a
utilisé la condition C,3). Si on cherche alors le meilleur estimateur linéaire et sans biais a'Y de 7,
il faut chercher a € R"™ satisfaisant X "a = ¢ qui minimise a'a. Formellement, on doit résoudre

min a’a s.c.q. X'a=c
acR”
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La fonction a minimiser et chacune des p 4+ 1 contraintes sont deux fois différentiables, et on peut
caractériser les solutions de ce probleme au moyen du Lagrangien L(a,\) = a"a — A"(XTa — ¢).
Comme la fonction & minimiser est convexe et que les contraintes sont affines, pour toute valeur de
A la fonction L£(-, \) est convexe sur R"™. Par conséquent a* est solution si et seulement si il existe
A* € RPH tel que

oL oL

8ai(a*,)\*):0, 1=1,...,n et a—)\k(a*,/\*):o, k=0,...,p

On note que AT X Ta = 3P M\ Y7, X,a; et donc en utilisant I'expression de £, ces conditions
k=0 i=1
sont

p n
Qaf—Z)\ZXik:(), i=1,...,n et ZXikaf—ck:Q k=0,...,p
k=0 i=1

Si on empile les n premieéres égalités, on peut les écrire sous la forme 2a* — X A* = 0,, et en empilant
les p+ 1 dernieres, on a X "a* — ¢ = 0p;. Si on prémultiplie les 2 membres de 2a* — X\* = 0,, par
(XTX)71XT on peut écrire A* = 2(XT X)X Ta*. Mais si on utilise le fait que X a* — ¢ = Op41,
on obtient \* = 2(X T X)~!e. Avec expression ainsi obtenue pour \*, on a 2a* — X\* = 0,, <
a* = X(XTX) e Ce résultat établit donc que I'estimateur linéaire et sans biais le plus précis de
y=cBesta*TY =¢"(XTX)IXTY =¢ 4. R]

Bien que les théoréemes 5.1 et 5.2 constituent les résultats les plus importants a propos de
I'estimation par moindres carrés dans un MRLS, on peut démontrer une propriété intéressante et
complémentaire de B Cette propriété montre que ﬁ peut étre obtenu en cherchant la combinaison
linéaire des variables exogenes dont les observations sont les plus fortement corrélées avec celles
de la variable endogene. Plus formellement, pour n’importe quels réels non-tous nuls ay, ..., a,, on
peut introduire la variable, notée X, en formant une combinaison linéaire X, = agXo+---+a, X,
des variables exogénes. Les observations de cette nouvelle variable sont X1, ..., X4, avec X;q =
ap X0+ -+ apXip, i =1,...,n. On peut alors, comme d’habitude, mesurer la corrélation linéaire
empirique entre les variables X, et Y au moyen du coefficient

T(Y, Xa) — ?:1(1/2__ 7)(Xia - YUL)_
VI (G = V)2 S0 (Xig — Xa)?

Ce calcul est possible pour n’importe quelle combinaison linéaire X,. On peut alors chercher celle
pour laquelle la corrélation linéaire mesurée par (Y, X, ) est de plus forte amplitude. Formellement,
cela revient a chercher ay, ... ,a, de maniere a maximiser |r(Y, X,)|. Si a* désigne le n-uplet pour
lequel |r(Y, X,+)| est maximal, on appelle coefficient de corrélation linéaire multiple le nombre
r(Y, X4+). Clest la plus forte corrélation linéaire empirique qu'’il soit possible d’obtenir entre Y et
une combinaison linéaire de X, ..., X,.

On a le résultat suivant.

Propriété 5.5 Dans le MRLS, les réels ag, ..., a, donnés par aj, = Bk; k=0,...,p, maximisent
la valeur de 7(Y, X,)?.
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La preuve de ce résultat est donnée a la section 5.5.1.4.

Cette propriété apporte une justification plus formelle a la démarche d’estimation de [ par
laquelle on cherche a donner aux variables exogenes la plus forte capacité a déterminer le niveau de
la variable endogene. Cette capacité reflete 'intensité du lien qui existe entre les deux groupes de
variables. Dans le contexte du MRLS, on pose que ce lien est linéaire. Par conséquent, I'intensité
du lien peut se mesurer par le coefficient de corrélation linéaire, et la propriété 5.5 montre que 3
permet de construire la combinaison linéaire de variables exogenes pour laquelle cette intensité est
la plus forte.

5.4 Valeurs ajustées. Résidus

Comme dans le modele de régression linéaire & une seule variable exogene, les estimateurs MCO
des parametres permettent ici d’obtenir les valeurs ajustées et les résidus.

Définition 5.3 Dans le MRLS a p variables ot rang(X) = p + 1, on appelle valeurs ajustées les
variables aléatoires constituant les coordonnées du vecteur noté Y, défini par Y = X3. On appelle

résidus les variables aléatoires constituant les coordonnées du vecteur aléatoire noté &, défini par
E=Y-Y.

Les valeurs ajustées et les résidus ont la méme interprétation que celle donnée dans le chapitre 2
(section 2.4.1). En particulier, }A/Z = BO + BlXﬂ + -+ Ble-p est la partie de Y; qu’on estime étre
expliquée par les variables exogenes, alors que é; est sa partie complémentaire.

Remarque 5.12 Notons que le vecteur des valeurs ajustées Y coincide avec la projection orthogo-
nale de Y sur l'espace L(X.g, ..., X.p) (voir la section 5.3.2). On rappelle que tout vecteur u de R"
se décompose de maniére unique en la somme d’un vecteur uy, de L(X.o,..., X.,) et d'un vecteur
urp. de L(X.0,..., X .p)l, et que dans cette décomposition, uy, est la projection orthogonale de u
sur L(X.g,...,X.p) (voir la section 9.2). Donc, d’apres la définition 5.3, dans le cas du vecteur
Y € R”, cette décomposition est Y = Y +é&. R]

Remarque 5.13 En appliquant le point 1 de la propriété 9.25, on obtient facilement 1’égalité
V=Y déja démontrée dans le chapitre 2. Si on désigne par L(X.g) le sev de R™ engendré par
X.o, alors on a évidemment L(X.o) € L(X.o,...,X.p). D’apres la remarque 9.9, la projection
orthogonale de Y sur L(X.g) est VX .0, et celle de Y sur ce méme espace est Y X.g. Mais d’apres

le point 1 de la propriété 9.25, ces deux projections coincident, et on doit donc avoir Yy =Y.

Remarque 5.14 Puisque Y est la projection orthogonale de Y sur L(X.o,...,X.p,) et qu'on a

Y=Y + £, le vecteur des résidus est donc dans 'espace L(X.o, ... ,X.p)l. Comme tout vecteur de
cet espace est orthogonal & n’importe quel élément de L(X.o,...,X.,), on a la propriété suivante.

Propriété 5.6 Le vecteur des résidus € satisfait l’égalité X & = 0pq1.
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Preuve : Par définition de la matrice X (voir page 89), le (k+1)° élément du vecteur X "€ est X, €.
D’apres la remarque 5.14, € € L(X.y,... 7X.p)l et donc € est en particulier orthogonal a
Ny c’est a dire X} é = 0. Ceci est vrai pour tout £ =0,...,p.

On peut également vérifier ce résultat par calcul. On a
X=XV -Y)=XY-X"X=X"Y-X"X(X"X)'X'Y =0,

Finalement, on peut obtenir cette égalité en notant qu’elle correspond a la condition né-
cessaire (5.5) dans la minimisation de S.

Cette propriété est 1’équivalent de la propriété 2.5 du chapitre 2. En particulier, comme la
premieére ligne de X" est X[, = (1,...,1), on doit avoir Y ;" ; & = 0.

Le théoreme 2.5 démontré dans le chapitre 2 reste valable a I’identique. Cependant, la technique
de la preuve est un peu différente. Il peut étre pratique de bien noter que, dans la preuve qui va
étre donnée (et dans d’autres a suivre), un vecteur de R™ dont toutes les coordonnées sont égales
peut toujours s’écrire cX.g ou ¢ € R est la valeur commune des coordonnées.

Théoréme 5.3 Dans le MRLS on a

NWi-Y)PE= (V-7 +> & (5.11)
i=1 i=1 i=1
ouY désigne la moyenne de Y1,...,Y,.

Preuve : On forme le vecteur Y — Y X.q de R™ dont la i¢ coordonnée est Y; — Y. On constate que
le membre de gauche de I'égalité du théoréme est le carré de la norme de ce vecteur. On a

par ailleurs

Y -YX0=(Y-Y)+ (Y -YX.,) =+ (Y -YX.0)

Notons que puisque Y et X.o sont deux vecteurs de L(X.o,...,X.p), le vecteur Y -YX.
est également dans L(X.q,...,X.,). Il est donc orthogonal & ¢ € L(X.o,...,X.,)". Le
théoreme de Pythagore donne alors

1Y =YXl = |12 + Y = VX0l (5.12)

ce qui est I’égalité (5.11).
L’animation de la figure 5.3 illustre la propriété d’orthogonalité entre € et Y — Y X.( utilisée dans

la preuve ci-dessus.

Toute l'interprétation de la relation (5.11) qui a été faite dans le chapitre 2 reste entiérement
valable ici. Notamment, 1’égalité (5.11) permet de décomposer la mesure de la variabilité observée
de la variable endogeéne (le membre de gauche de cette égalité) en la somme d’une partie qui est
I’estimation de la variabilité due a celle des variables exogénes du modele, et d’une partie qui est
Iestimation de la variabilité due a des facteurs autres que les variables exogeénes. Cette interprétation
permet de définir le coefficient de détermination de la régression, noté R?, de maniére identique &
la définition 2.6. On a donc

e (Y

) _ Y VX
i (Yi = Y)?

R? = — —
) Y —YX.o?

:g (5.13)
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L’interprétation de ce coeflicient est la méme que celle donnée dans la remarque 2.9, et la propriété

2.6 devient la suivante.

Propriété 5.7 Dans le MRLS avec rang(X) =p+1, on a
1. R?=1 < Y € L(X.¢,...,X.p)

2. R*=0 <= f=--=0,=0
Prewve: 1.Y € L(X.p,...,X.,) <= Y=Y < R’2=1,0ula premiere équivalence vient

du fait que Y est la projection orthogonale de Y sur L(X.o,...,X.,) et du point 2
de la propriété 9.22

2. Notons que 5’1 =...= Bp =0 < Y = X-OBO- En effet, 'implication dans un sens
est évidente. Réciproquement, supposons ¥ = X.o/3. On a donc PIOjr(X.q,...x.)(Y) €
L(X.p). Comme L(X.p) C L(X.p,...,X.p), le point 2 de la propriété 9.25 permet
de conclure que projz(x.,, .. x.,)(¥Y) = projp(x.,)(Y), c’est a dire Y = X.0Y (voir la
remarque 5.13) et donc le numérateur de R? est nul. |

Remarque 5.15

— On note que la premiére équivalence s’écrit R?2 =0 <= 3p* € RP*! t.q. Y = X5*. L’in-
terprétation de cette équivalence est la méme que celle donnée a la remarque 2.10 (point 1).
En particulier, le 5* qui permet d’écrire Y; comme une combinaison linéaire de Xj1,..., X,
pour tout 7 est 5’

— Remarquons que si 5’1 = ... = Bp =0, 0on a Y = X.oY. Comme on a toujours Y =
X.0B0 + X.lﬁp + -+ X.pﬁ’p, et puisque la projection orthogonale sur L(X.q,...,X.,) est
unique?’, on doit avoir 5’ = (Y,0,...,0)". En résumé, on a donc les équivalences suivantes

R2=0 = YeL(X,() — Y=YX, < f=(7,0,...,0)7

Ici également, l'interprétation de ’équivalence dans le cas R? = 0 faite & la remarque 2.10

(point 2) reste valable.
Les deux points de la propriété ?? et ceux de la remarque 5.15 sont illustrés par les figures 5.3
ah.h

9. Ou parce que X.g, X.1,...,X.p sont linéairement indépendants.
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Cette animation illustre les propriétés géométriques de l'estimateur MCO de

5 dans le MRLS. Cliquez pour lancer l’animation.

K< <fl> > ] =]+

FIGURE 5.2: Interprétation géométrique de 'estimateur MCO de 8
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Cette animation illustre les propriétés du coefficient de détermination R2.
Cliquez pour lancer ’animation.

K< <fl> > ] =]+

FIGURE 5.3: Illustration géométrique de la construction du coefficient de détermination R?



5.5. COMPLEMENTS SUR L’ESTIMATION DE f3 111

Les figures 5.4 et 5.5 présentent des animations qui illustrent la propriété 5.7. Dans ces deux
animations, les objets représentés sont identiques a ceux de la figure ?? (seule la perspective est
différente). Les vecteurs des variables exogenes X.g,...,X., restent inchangés (et donc le plan
L(X.0,...,X.p) aussi), et 'animation est générée par le seul déplacement de Y. Ce mouvement
génere évidemment un mouvement des vecteurs Y — Y X.g et Y — Y X.o, et donc une variation de
I’angle qui les relie.

Sur la figure 5.4, on illustre le point 2 de la propriété 5.7. Le mouvement de Y est choisi de sorte
que Y se rapproche de L(X.g) (le vecteur Y pivote autour de son origine, son extrémité décrivant
un cercle parallele au plan L(X.o,...,X.,)). L’angle w se rapproche de 'angle droit, et lorsque
Y € L(X.o) (dernitre image), on a w = 90°. Dans ce cas, R? = 0.

L’animation de la figure 5.5 illustre le premier point de la propriété 5.7. Le mouvement s’obtient
en faisant se rapprocher Y de L(X.o, ..., X.,). On voit alors que le vecteur Y —Y X.( se rapproche
du plan, et que par conséquent l'angle qu’il forme avec ce plan, et donc a fortiori 'angle w formé
avec le vecteur Y — Y X.o, se rapproche de 0. Lorsque Y — Y X. € L(X.o) (derniére image), on a
w = 0°. Par conséquent, dans ce cas R> = 1.

5.5 Compléments sur ’estimation de

On présente dans cette section deux résultats complémentaires importants sur I’estimation de
8 par moindres carrés.

5.5.1 Le théoréme de Frisch-Waugh
5.5.1.1 Motivation du résultat : MCOQO avec variables exogénes orthogonales

Le résultat de cette section intervient notamment lorsqu’on distingue deux groupes de variables
parmi les variables exogenes du modele, et que I'estimation des parametres attachés aux variables
d’un seul des deux groupes est privilégiée. Quitte a renuméroter les variables exogenes, on peut
supposer que les deux groupes sont constitués des g premieres et p + 1 — ¢ dernieres variables
explicatives, respectivement, et qu’on s’intéresse a ’estimation des parametres attachés au groupe
des g premieres variables.

De maniere a faire apparaitre cette séparation, on note X7 la matrice constituée des ¢ premieres
colonnes de X et X5 la matrice constituée des p + 1 — ¢ derniéres colonnes de X, de sorte que

X=(X1X)

Si on effectue le partitionnement correspondant pour 5 on a

et on peut alors écrire X3 = X388t 4 X952, o B! est le vecteur de R? dont les coordonnées sont
les parameétres associés aux variables dans X est 52 est le vecteur de RPT17 regroupant les autres
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FIGURE 5.4: Interprétation graphique de la valeur de R? = cos(w)? (R? tend vers 0)
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FIGURE 5.5: Interprétation graphique de la valeur de R? = cos(w)? (R? tend vers 1)
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parametres. La relation du modele s’écrit donc
Y = X8+ XoB + ¢

Pour motiver le résultat a suivre, on considere d’abord le cas ot chacune des variables du second
groupe est orthogonale a chaque variable du premier groupe, dans le sens ou

X[ Xy=0

le 0 du membre de droite étant une matrice de dimensions ¢ X (p + 1 — ¢) dont toutes les entrées
sont nulles. Avec une telle décomposition, I'estimateur des MCO de S est

_ T —1yT
[ XTXUXTXR\ [ XT
XX XX, X)Y

Par orthogonalité des deux groupes de variables, les blocs anti-diagonaux de X "X sont nuls et

X7 X1 X7 Xo X7 X1 0 (X7xy)™t o0

X7 X1 X5 Xo 0 iX5Xo 0 (X5 Xo) ™t
Par conséquent,

Ceci montre alors que si on s’intéresse seulement & I'estimation de 3!, on peut faire comme si le
modele ne contenait pas les variables du second groupe et appliquer les MCO a un modele dans
lequel on aurait Y = XA + u, méme si toutes les variables sont présentes dans le modeéle de
départ. On obtient ainsi ' = (X X;)"'X]Y.

Le résultat qui sera présenté a la section suivante montre que méme si on n’a pas orthogonalité
entre les variables des deux groupes, on peut s’y ramener. Plus précisément, on peut effectuer une
transformation sur les variables du second groupe, de sorte que :

1. chaque nouvelle variable du second groupe est orthogonale a chaque variable du premier
groupe;

2. ensemble, ces nouvelles variables et celles du premier groupe engendrent le méme espace que
toutes variables initiales, c’est & dire L(X.g,...,X.p).

Ce résultat permet donc d’estimer les parametres liés aux variables auxquelles on s’intéresse,
sans avoir a estimer les parameétres des autres variables (grace a l'orthogonalité entre groupes de
variables), et sans pour autant perdre d’information par rapport a ce qu’on obtiendrait si on estimait
entierement le modele initial (puisque la transformation permet de « rester » dans L(X.o, ..., X.p)).
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5.5.1.2 Le résultat

On suppose qu’on s’intéresse a g variables exogenes, et quitte & renuméroter ces variables, on
peut toujours supposer que ce sont les ¢ premieres. On a donc les partitionnements de X et de 3
donnés dans la section précédente.

Le résultat qui sera obtenu dans cette section repose sur la propriété 9.26 (point 3). On utilisera
une décomposition de L(X.q,...,X.p,) et afin d’alléger les expressions, on introduit la notation
suivante

L=L(X.,....X.,) Li=LX)) Ly=L(X,)

ou L(X;) est un raccourci pour désigner I’ev engendré par les colonnes de X;; par exemple L; =
L(X1) = L(X.g,...,X.q). On notera de maniere naturelle Pr, Pr, et Pr, les matrices de projection
orthogonale sur L, L et Lo, respectivement. Puisqu’on travaille toujours sous I’hypothese que X
est de rang p+1, X7 et X9 sont des matrices de rang q et p+ 1 — g, respectivement. Par conséquent,
les vecteurs colonnes de X; forment une base de L; et on aura par exemple Pr, = Xo(Xg Xo) ' XJ
(application de la propriété 9.22, point 4).

Avec de telles notations, on constate évidemment que L = L1 + Lo. Si on définit I~/1 ={U ¢
LU = (I — Pr,)V,V € L}, 'ensemble obtenu en formant les restes de la projection orthogonale
des éléments de Lq sur Lo, alors le raisonnement de la remarque 9.11 permet ici de déduire que :

1. L; est un sev de R” engendré par les ¢ vecteurs linéairement indépendants constituant les
colonnes de X1 = (I — Pr,)X1;
2. L=1Ly+ I~/1 avec Lo et f)l orthogonaux.
Par conséquent, puisque P, = Pr,11,, " le point 3 de la propriété 9.26 établit que '
Pr=PFP,+P i
Ceci permet d’écrire PrY de deux manieres

PY = PL1+L2Y = PLQY + PLIY

Or d’une part
PLY = P, 1,Y = XB = X1 5' + Xu° (5.14)

et d’autre part
PLY =P; Y + PL,Y = X15' + X8 (5.15)

ou ﬁl € R? et 32 € RPH1=4 gont les deux sous-vecteurs de B contenant les estimateurs MCO des
deux groupes de variables X; et Xo, i.e.

B=(X"X)'XTY = | ‘-

et B et 32 sont les coordonnées de la projection de Y sur Ly et Lo, respectivement. On a donc
Bl=X{X)'XTY et FP=(X;X2)'X5Y

On est en mesure de démontrer le résultat suivant.

10. Attention, on n’a en général pas Pr, = Pr, + Pr, ce qui précisément motive le résultat qui va suivre.
11. 11 suffit d’appliquer la propriété avec F' = Ly et H = L;.
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Théoréme 5.4 (Frisch-Waugh)
1. Bt =pt
2. MY — X' =¢, oo My, =1-Pp,

Preuwve : 1. D’aprés (5.14) et (5.15), on a X1 8! 4+ X2 = X1 5! + X,52. L égalité reste vraie en
prémultipliant chacun de ses membres par My, = (I — Pr,). Or Mp,Xs = 0 et on
obtient donc

Mp, X1 3" = Mg, X, 5"
Mais par construction My, X; = X 1, et par idempotence de My, on a M, L2X' L= X
L’égalité devient donc
Xpt = %
Comme les colonnes de X sont linéairement indépendantes (voir ci-dessus), on a le
résultat voulu.

2.Comme Y = PrY + £, on peut écrire en utilisant 'expression de PrY donnée par
(5.15) :
Y = X5+ X + €
En prémultipliant les membres de 1’égalité par My,, on a

Mp,Y = X18" + My,é

(tout comme dans le point précédent, on a utilisé M L2X1 =X, et M 1,X2 = 0). Or
Mr,é = é— Pr,é = &, puisque Ly C L et que € € L+*. Donc MY = X118t + &, ce
qui est le résultat recherché.

Remarque 5.16 Le premier point de ce résultat montre qu’on peut obtenir /3’1 en calculant 8 =
(X'f X’l)*l)?f Y, avec X; = M ,X1. En remarquant que My, est symétrique et idempotente, on
peut également écrire 81 = (X7 X1)"'X[Y on Y = M, Y. Cette derniére expression de ' permet
de le voir comme Pestimateur MCO dans un modéle ot la relation est Y = X; 3! 4+ w. De plus le
second point du résultat peut s’écrire Y — X131 = £. Autrement dit, si on estime ' par MCO
dans ce modele, les résidus de cette estimation coincident avec les résidus qu’on aurait obtenus en
estimant 3 tout entier.

On a donc atteint ’objectif fixé initialement : si on applique les MCO & la relation Y = X; 8 +u,
on obtient Bl sans avoir a estimer BQ. De plus, cette estimation se fait sans perdre l'information
sur Y = Xlﬁl + X2ﬁ2, puisqu’elle donne les mémes résidus que si on avait estimé B! et 52. Ce
dernier point est important puisqu’il permet notamment, sans avoir a estimer le modéle complet,
d’obtenir I'estimateur de o2 (voir la section 5.6).

Remarque 5.17 Il faut bien noter cependant que la relation Y = X1 + u n’est pas celle d’un
modele de régression linéaire standard. Pour le voir, il suffit de noter que

u = Y — Xlﬂl = MLQ(Y — XLBI) = ML2(X2,82 +€) = ML2€
ou la derniere égalité provient de My, X5 = 0. On peut donc calculer

V(u) = V(My,e) = M, V(e)M}], = oMy,
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ol la derniére égalité s’obtient par la symétrie et I'idempotence de My, et par le fait que ¢ satisfait
la condition C;3. On constate donc que u ne satisfait une telle condition.

Remarque 5.18 En pratique, il s’agit de former X; et Y dans une premitre étape, puis dans
une seconde, utiliser Y comme vecteur des observations de la « variable endogéne » et X; comme
matrice des observations des « variables exogénes » pour calculer un estimateur MCO de 3'. Par
définition Y =Y — Pr,Y. On a souligné a la remarque 5.9 que toute projection orthogonale peut
étre vue comme une estimation par moindres carrés et réciproquement. Par conséquent, Pr,Y peut
s’obtenir par Pestimation MCO de relation Y = Xod +vet Y =Y — P, Y apparait donc comme
le vecteur des « résidus » de cette estimation. Il est en de méme pour chaque colonne de X;. Pour
la derniére, par exemple, on aura X. q = X.q— Pr,X.4, ce qui permet de 'obtenir comme le résidu
de lestimation MCO de la relation X., = X568, + v,.

Remarque 5.19 On peut donner une interprétation intéressante du premier point du théoréme
5.4. Bien que la remarque s’applique a des contextes plus généraux, on considere le cas dans lequel
X1 ne contient qu’une seule variable (différente de X.() et X2 contient les p variables restantes. Le
vecteur ' dans ce cas n’a qu'une seule coordonnée.

On rappelle que B! permet de mesurer les effets sur la variable Y de variations de la variable
exogene X7, toutes choses égales par ailleurs. Ce raisonnement toutes choses égales par ailleurs
consiste a exclure dans la réponse de Y a des variations de X7 des effets indirects qui seraient liés
a des co-variations de variables explicatives. Plus précisément, si X; varie, alors l'effet de cette
variation sur Y est constitué d’un effet direct et d’un effet indirect. L’effet direct est capturé par
le coefficient attaché a la variable exogéne X;. L’effet indirect est produit par le fait qu’en faisant
varier X1, on provoque éventuellement des variations d’autres variables exogenes, qui elles-mémes
provoquent une variation de Y. En raisonnant toutes choses égales par ailleurs, on ne prend en
compte que les effets directs. Ceux-ci sont mesurés par ! et Iestimation de ces effets est 5’1.

Le théoréme 5.4 établit que A1 = B, avec B! = (X[ X)) 'X]Y. On constate que ' est
I'estimation par moindres carrés du paramétre de la relation Y = X8 +u. C’est donc Pestimation
de Veffet de la variable X sur la variable Y. Or X; = (I—Pr,)X] et est par construction orthogonal
au vecteur des observations de n’importe quelle variable incluse dans X,. Autrement dit, X est
orthogonal & l'espace L. Cette propriété d’orthogonalité correspond & I’absence de lien (linéaire)
entre X, et les variables de X5. Pour interpréter 'orthogonalité de cette maniére, il faut simplement
noter que pour tout vecteur v de R", on peut toujours écrire v = v, +v, - ou vr, est la projection
orthogonale de v sur Lo. Cette projection est une combinaison linéaire des vecteurs qui engendrent
Ly, c’est & dire les colonnes de X2. On peut donc interpréter vy, comme la partie de v qui peut
s’écrire comme une combinaison linéaire des variables de Xs. Si v est orthogonal a chacune de ces
variables, alors v € LQl et vr, = 0,. Dans ce cas, on voit que v ne contient aucune partie qui peut
s’exprimer linéairement en fonction des variables de Xo.

Si on revient au modele de régression en appliquant cette interprétation de 'orthogonalité entre
X1 et Xo, on voit que X; ne peut co-varier (linéairement) avec X5. Par conséquent, si on fait varier
X, cette variation ne peut avoir d’effet indirect sur la variable Y, via les variations des variables
dans X, que pourrait provoquer la variation de X;. Donc, dans la relation Y = X8 + u, on peut
véritablement interpréter 8! comme la variation de Y provoquée par la variation de X;, sans avoir &
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préciser que toutes choses sont égales par ailleurs. Par conséquent, la variation de Y provoquée par
une variation de X; toutes choses égales par ailleurs, est identique a la variation de Y provoquée
par une variation de X;. Les estimations de ces variations sont ﬁl d’une part et 5! d’autre part.
Le théoréme 5.4 nous dit qu’elles coincident.

Remarque 5.20 La preuve du point 1 du théoréme 5.4 s’obtient également par calcul. Ainsi, en

utilisant la partition de X et de 3, on peut écrire (5.6) sous la forme

En effectuant les produits de matrices par blocs, on a
X[ X1 + XT X2 = XY
XX 1B+ XJ X022 = XY
Si a partir de la deuxiéme égalité on exprime ﬁ2 en fonction de /3’1 on obtient
5% = (X3 Xo) ' X5 (Y — X18Y)
En utilisant cette expression dans la premiere égalité, et en réarrangeant les termes, on a
X[ (I - Pp)Xi8" = X/ (I - P,)Y

Comme My, = I — Pr, est une matrice symétrique et idempotente, I’égalité qui vient d’étre obtenue
s’écrit aussi
(M, X1) " Mp, X1 8" = (M, X1)" MY

En rappelant que X; = My, X et Y = M7p,Y, on peut également écrire
X/ X=Xy (5.16)

En prémultipliant les deux membres de cette égalité par (X; X;)~!, on a bien 1'égalité du point

premier point du théoreme. K
On termine cette section en proposant une représentation graphique du théoreme. Celle-ci est

réalisée sous forme d’animation (figure (5.6)) 12

5.5.1.3 Une application

Une application intéressante du théoreme de Wrisch-Waugh, aussi bien d’un point de vue théo-

rique que pratique, permet d’estimer facilement les parametres i, ..., 8, qui traduisent les effets

12. L’idée de cette représentation provient d’'un graphique original construit par R. Aeberhardt
(http://wwu.crest.fr/ckfinder/userfiles/files/Pageperso/raeberhardt/FW_beamer.pdf).


http://www.crest.fr/ckfinder/userfiles/files/Pageperso/raeberhardt/FW_beamer.pdf
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FIGURE 5.6: Hllustration du théoréeme de Frisch-Waugh. Cliquez pour lancer l’animation (visible

uniquement avec Acrobat Reader, version suffisamment récente)
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des variables exogenes sur la variable endogene, sans estimer le terme constant 5y de la relation
entre les variables. Dans cette application, on posera

Xi=(Xa o Xy) )(2:()(.0):(1,1,...,1)T
et donc
B1
gl=1| 8% = (5o) (5.17)
Bp

Comme X5 est ici le vecteur diagonal de R™, le sev Ly = L(X3) est ’ensemble des vecteurs de
R"™ dont toutes les coordonnées sont égales. La projection orthogonale d’un vecteur quelconque
x € R™ sur un tel sous-espace, notée Pr,x, est le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales
axT= %2?21 x; (voir la remarque 9.9). Autrement dit Pr,x = TX.q. Par conséquent, en notant
My, = I, — Pr,, le vecteur My, x est le vecteur z dont on a remplacé chaque coordonnée par sa
différence par rapport a la moyenne des coordonnées :

z1

8
8
A
|
8

Mp,r=x—Pr,o=c—-2Xo=| | —|: ]| =
Ty, x Ty — T

Ce résultat est en particulier vrai pour le vecteur Y et pour chacun des vecteurs constituant les
colonnes de X;. On a donc

Y, -Y
Y =MLY =Y -YX.,= :
Y, -Y
et
Xy = Mp,Xi = (X X.p) = (XX X.pX.0)
:(Xl—XlXO X.,,—Y,,XO)
Xi1—-X.q Xpp—X.o Xip— X .p
Xo1 — X1 Xoo—X. Xop — X .p
- . , . (5.18)
an—Y.l XnQ—Y.Q an—Y.p

ou X.p = %Z;-Ll X;x est la moyenne des observations de la k° variable explicative. Selon ce qui
a été dit ci-dessus dans la remarque 5.16, pour estimer 3!, il suffit d’appliquer la méthode des
moindres carrés au modele dans lequel la variable dépendante est Y et les variables explicatives
sont les colonnes de X;. Dans le cas illustré ici, d’aprés ce qui vient d’étre décrit ci-dessus, cela
revient a estimer par moindres carrés les parametres de la relation initiale ot les variables (exogeénes
et endogeéne) ont préalablement été transformées en “différences a la moyenne”. De maniére plus
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explicite, on calcule la moyenne de chacune des variables du modéle initial (endogeéne et exogenes) ;
puis on génere de nouvelles variables en soustrayant a chaque observation de chaque variable la
propre moyenne des observations de cette variable. On estime alors par moindres carrés la relation
entre la nouvelle variable endogene ainsi obtenue et les nouvelles variables exogénes. Cette relation
est

Y;‘—?:,Bl(Xﬂ—7.1)+---+,3p(Xip—7.p)+Ui 1=1,...,n (5.19)

ou U; = (g; — ). D’apres le théoréme 5.4, 'estimation par moindres carrés ordinaires des para-
metres de (5.19) coincide avec (5’1, e Bp)T. Formellement, ces p dernitres coordonnées de 3 =
(XTX)"'XTY s%écrivent (X X1)"' X[ Y.

Dans ce méme contexte, I'utilisation du point 2 du théoréme permet d’obtenir un résultat sup-
plémentaire concernant le coefficient de détermination de la régression. Pour cela, et afin d’alléger
la notation, on pose y = Y et x = X;. Avec ces notations, les n relations (5.19) s’écrivent

y=x3'+U (5.20)

ou U est le vecteur aléatoire dont la i° coordonnée est U; = €; — €. Dans ce modele, ’estimation de
B par moindres carrés conduit &
Bl=(x"x)"xTy (5.21)

On peut définir les valeurs ajustées y = xBl et les résidus U = y — ¥ de cette estimation, confor-
mément a la définition 5.3 et 'interprétation de la section 5.4. On va chercher a établir une égalité
semblable a (5.12) qui permet de décomposer la variabilité observée de la variable endogene. Cette
variabilité est mesurée par la somme des carrés des écarts entre les observations de cette variable
et leur moyenne (c’est le membre de gauche de (5.12)). Dans le contexte d’un modéle ou la relation
est (5.19), ces observations sont Y; — Y, i = 1,...,n et leur moyenne est nulle. Donc la variabilité
observée de la variable endogéne est S (Y; — Y)?, ou, de maniére identique, ||y||?. Pour obtenir
une décomposition de cette quantité semblable a celle du théoreme 5.3, on procéde comme dans la
preuve de ce résultat. Onay =y —y+¥. On note quey —y = U, et que, pour les mémes raisons
que dans la preuve du théoréme 5.3, ce vecteur est orthogonal & . Donc |y||2 = ||U||? + [|9]/? ou
encore

o112 2 2
13117 = llyll* = U1l (5.22)
Comme le théoreme 5.4 implique que U= €, oll, comme jusqu’a présent, £ désigne les résidus de
Iestimation par moindres carrés du MRLS de départ, ’égalité ci-dessus s’écrit :

n

n
Iyl =>_ (Vi =Y)* = > &
i=1

i=1

Or on déduit de Dégalité (5.11) que le membre de gauche est 27, (V; — V)2, ot Y1, ...,Y,, sont les
valeurs ajustées dans le MRLS initial. En résumé, si on écrit les sommes de carrés sous la forme de
carrés de normes, on vient d’établir que

IylI* =Y - X.oY |
I911* = [[Y — X.oV|?
1o = llel® (5.23)
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En utilisant la définition du coefficient de détermination de la régression dans le MRLS initial, ces
égalités impliquent que ce coefficient s’écrit

(5.24)

et coincide par conséquent avec le coefficient de détermination calculé dans le modele issu de la
transformation des variables, dans lequel la relation est (5.19).

On termine en notant que l'équivalence R? = (0 <= ﬁl = = Bp = 0 de la propriété 77
s’obtient quasiment immédiatement en utilisant cette reformulation du coefficient R?. En effet, on
a

A

RP=0 < [[§|°=0 <= =0, — xf'=0, <= =0,

ou la troisieme équivalence découle directement de la définition de y et la derniere du fait que
x = X est de dimensions (n,p) et de rang p.

5.5.1.4 L’estimateur des moindres carrés maximise la corrélation empirique entre
variables

Cette section fournit la preuve de la propriété 5.5, en s’appuyant sur le théoreme de Frisch-

Waugh et sur le résultat de 'application de la section précédente. On rappelle que la propriété
5.5 permet d’établir que la méthode d’estimation de 8 par moindres carrés conduit a rechercher la
combinaison linéaire des variables exogenes pour laquelle la corrélation empirique avec la variable
endogene est la plus forte.

Pour un jeu de coefficients ay,...,a, donné, on forme la variable notée X,, définie par la
combinaison linéaire des variables exogenes X, ..., X, :

Xa:a0X0+---—|—apo

Les observations de cette variable sont donc Xi,,..., Xy, avec X;q = apX;0 + - + apX;p. Le
coefficient de corrélation linéaire empirique entre la variable endogéne Y et la variable X, est donc

T’(K Xa) — ?:1(Yvi B 7)(Xla - YOL)
VI (Y - V)20 (X — Xo)?

. (5.25)

ot X, désigne la moyenne (empirique) des n observations de la variable X,. Cette construction
étant possible pour tout jeu possible de coefficients ay, ..., ap,, on peut chercher celui pour lequel la
valeur absolue de (Y, X,) est maximum. Un tel jeu identifiera la combinaison linéaire des variables
exogeénes dont les observations sont les plus fortement corrélées (sans tenir compte du sens de la
corrélation) avec celles de la variable endogéne. Une telle combinaison est celle par laquelle les
variables exogenes ont le plus fort lien linéaire avec la variable endogene. C’est précisément le type
de propriété que 'on cherche a obtenir dans le MRLS lorsqu’on estime fy,..., [, de manicre a
donner aux variables exogénes la plus forte capacité a déterminer le niveau de la variable endogene.
Le résultat qu’on cherche a montrer ne devrait donc pas étre une surprise, dans le sens ou les
estimateurs /3’0, e Bp ainsi obtenus sont ceux pour lesquels la combinaison linéaire BOXO—i—- . -+ﬁpo
a le plus fort lien linéaire avec Y.
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Les observations des variables étant données, la valeur de (Y, X,) ne dépend que des coefficients
aop, - .., ap. Par conséquent, I'objectif visé sera atteint en considérant le probleme de maximisation
de |r(Y, X,)| par rapport & ao, ..., a,, ou de maniére identique, la maximisation de r(Y, X,)? par
rapport & ces mémes coefficients.

Avant de résoudre un probléme de maximisation, on notera deux propriétés de r(Y, X,)? en
tant que fonction de ag,...,a,, qui nous permettront de simplifier la recherche de la solution.
Notons d’abord que (Y, X,)? ne dépend pas de ag. En effet, un simple calcul montre que X;, — X,
ne dépend ni de qp ni de X;p. Par conséquent, en considérant l’expression de r(Y, X,) donnée
par (5.25), on déduit que ce coefficient ne dépend pas non plus de ag. Cette propriété s’obtient
également en notant que X est une “variable” constante (toutes ses observations sont égales a 1).
Il est donc normal qu’elle ne soit pas corrélée avec Y (ou avec n’importe quelle autre variable),
et qu’elle ne contribue pas a la corrélation entre X, et Y. Par conséquent, lorsqu’on cherche la
combinaison linéaire des variables exogenes la plus fortement corrélée a Y, on peut choisir ag de
manieére arbitraire. Par commodité, on imposera ag = 0, et les combinaisons linéaires auxquelles on
s’intéressera lors de la maximisation seront de la forme X, = a1 X1 + --- + a, X,

La seconde propriété qui sera utilisée consiste en 'égalité r(Y, X,)? = r(Y, X,4)?, pour tout réel
7 et pour tout jeu de réels ay, ..., ap,. Cette égalité résulte directement de I'expression de 7(Y, X,)

et du fait que Xyq =va1 X1 + -+ +7yap X = vXq, et done X;(yq) = 7Xia, 1 =1,...,n.

ya)
Pour résoudre ce probleme de maximisation, il est intéressant d’utiliser une autre formulation

de (Y, X,)2. Tout d’abord, pour tout choix de nombres ar, ... , ap, on introduit les vecteurs a € RP
et x, € R™ définis par
ay X1a — Xgq
a=1 . Xa = :
ap Xna - 7(1

ou Xjq = a1X;1 + -+ ap Xy, et X, = % 1 Xiq. En utilisant la notation de la section précédente
ou y désigne le vecteur des observations de la variable endogene, en différences par rapport a leur
moyenne (voir (5.20)) :

Y1-Y
y= :
Y, -Y
on peut écrire
(xq)? X0 ¥y Xa

r ’= -
(> Xa) YY) (%) (¥Ty)(Xa%a)

Finalement, toujours avec la notation de la section précédente ou x désigne la matrice dont les

éléments sont les observations des variables exogénes (en excluant Xj) en différences par rapport a
leurs moyennes (voir (5.18) et (5.20)), il est facile de vérifier en effectuant le produit matriciel xa
que x, = xa. On peut alors écrire

s a'x'yy'xa

(Y, Xa) (5.26)

(yTy)a"x"xa

N

A partir de cette expression, on va montrer que ’estimateur des moindres carrés de 8 fournit
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la solution du probléeme

Y. X,)?
gy (%)

Avec la remarque faite précédemment que 7(Y, X,,)? = r(Y, X,)? pour tout a € RP et tout v € R,
on note immédiatement que si a* est une solution de ce probleme, alors pour tout réel non nul
v, le vecteur va* est également une solution. Ce probleme admet donc une infinité de solutions.
Afin d’en déterminer une, on imposera au vecteur solution a* d’avoir une norme égale a 1, i.e.,
a*"a* = 1.3 Une fois cette solution trouvée, on pourra choisir n’importe quel @ = ya* pour former
la combinaison linéaire X; maximisant (Y, X,)2. Le probléme & résoudre devient donc
max7(Y, X,)?> scq aa=1 (5.27)
a€RP
Finalement, en utilisant 'expression (5.26) de (Y, X,)? et en notant que y'y > 0, il revient au
méme de résoudre ot
a'x'yy'xa -
max ————— s.c.q. a a=1 5.28
a€R?  a'xTxa d ( )
Pour résoudre ce probléeme, on envisage d’abord le cas simple ol on suppose que les observations des
variables exogenes sont telles que x"x = I,,. On verra ensuite que le cas général s’obtient facilement

a partir de ce cas simple.

Cas x"x = I, Avec la contrainte a'a = 1, si on suppose que x'x = I,, le dénominateur de la
p ’ P
fonction & maximiser est a'x'xa = a'a = 1. On cherche donc la solution de

x'yy" =1 5.29
maxa'x'yy'xa  scd. a'a (5.29)

La fonction & maximiser étant convexe en a, on peut utiliser la méthode du lagrangien. Pour
que le vecteur a* soit solution du probléme, il faut qu’il existe un nombre \* tel que
fe(@ ) =0, Vk=1,...p
(5.30)
g—f(a*, A*)=0
ou la fonction lagrangien £ est définie par L(a,\) = a'x"yy xa + A(1 — a'a). Si pour
alléger la notation on introduit la matrice I' de dimensions (p,p) définie par I' = x"yy "x,
onaa'x'yy'xa=aTa=>0 3" aanlm, ou Iy, est le (I,m)® élément de I'. Par
conséquent
8aTXTnyxa p p p
S e > amlim + > aly, =2 aly
k m=1 1=1 =1
ou la seconde égalité résulte de la symétrie de la matrice I'. D’autre part, en appliquant ce
raisonnement en supposant I' = I,, on a

da'a

Bak

= 2ak

13. Cette contrainte apparait naturellement en notant que si a* est une solution, alors d’apres ce qui vient d’étre
dit sur I’ensemble des solutions, le vecteur ﬁa* est aussi solution ; on voit facilement que ce dernier est de norme
égale a 1.



5.5. COMPLEMENTS SUR L’ESTIMATION DE f3 125

En résumé, on a obtenu

oL P
—(a,\) =2 Z ail'y; — 2Xay,
Bak =1

Donc la condition aaTi(a*, N) = 0 s’éerit Y7, ajTy = A*a}. On empile ces p égalités pour

obtenir les p premiéres équations de (5.30). Avec les notations introduites, celles-ci s’écrivent
2I'a* — 2X*a™ = 0,, ou encore
Fa* = \a* (5.31)

La derniere équation de (5.30) exprime évidement que la solution a* satisfait la contrainte :

a*Ta* = 1.

Conjointement, cette contrainte et 1'égalité (5.31) expriment que si un couple (a*, \*) satisfait

(5.30), alors il est nécessairement 'un des p couples (vecteur propre, valeur propre) de I'.

En prémultipliant les deux membres de (5.31) par a*" et en utilisant la contrainte, on obtient
a*'Ta* = \* (5.32)

Comme a* est le vecteur de norme 1 pour lequel a'T'a est maximum (par définition du
probléme 5.29)) et qu’avec sa valeur propre associée A\* il satisfait (5.32), on voit que cette
derniere est nécessairement égale a la plus grande des valeurs propres de I'. Cette matrice est
semi-définie positive (puisqu’elle peut s’écrire sous la forme d’un produit A" A). Donc toutes
ses valeurs propres sont positives ou nulles. De plus, on constate que I' s’écrit aussi sous la
forme cc” ou ¢ = x"y est un vecteur de RP. Le rang de T" est donc égal & 1. Ceci implique
que parmi les p valeurs propres de I, seule I'une d’elles est positive et les (p — 1) autres sont
nulles. Donc la plus grande valeur propre \* de I' est celle qui est non nulle. En conséquence,
le résultat général établissant que la trace d’une matrice est égale a la somme de ses valeurs
propres prend ici la forme trace(I') = A*. En utilisant les propriétés de I'opérateur trace 4,
on peut écrire

trace(T") = trace(x'yy 'x) = trace(y 'xx'y) =y 'xx'y

ou la derniére égalité provient du fait que (y 'xx"y) est une “matrice” de dimensions (1,1).
On obtient donc
)\* — yTXXTy

Si on substitue cette expression dans (5.31), on a

x'yy xa* =y xx ya*
;. * xT . . 52 oy 2 . 9
On vérifie que le vecteur a* = —LT — est de norme 1 et satisfait 1'égalité ci-dessus. L'en-
y T xxTy
semble des solutions au probléeme de maximisation dans le cas ott x"x = I, est donc constitué

de tous les vecteurs de RP proportionnels a x'y.

Cas x"x quelconque Dans ce cas, pour maximiser 7(Y, X,)?, le probléme & résoudre reste donné
par (5.28). En effectuant un changement de variable adéquat, on peut donner au probleme la
forme (5.29).

14. trace(AB) = trace(BA) pour n’'importe quelles matrices A et B pour lesquelles les produits AB et BA sont
définis.
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Pour cela, remarquons que pour toute matrice M de dimensions (p,p) inversible, le rapport
a maximiser s’écrit
a"(MT) M xTyy"™xMM1a
aT(MT)"'M™x"xMM~1a

Parmi toutes les matrices M inversibles, on peut en choisir une pour laquelle M "x"xM = I,
(voir plus bas), ce qui qui permet d’écrire le rapport ci-dessus sous la forme :

b'x"yy ' xb
bTh

ol X = xM et b = M~ 'a. Comme M est inversible et connue, chercher le a* pour lequel le
premier rapport est maximum revient a chercher le b pour lequel le second est maximum. On
doit donc résoudre
b'x"yy xb

max ———————

bERP b'bh
Pour les mémes raisons que celles précédemment avancées, on peut limiter la recherche du
maximum aux vecteurs de R? dont la norme est égale a 1. On est alors ramené au cas simple
résolu auparavant. En utilisant les résultats obtenus dans ce cas, on obtient que le vecteur b*
qui réalise le maximum est

X'y M™xTy

b* = =
YRRy Yy xMM X'y

En utilisant la relation b = M ~'a, on déduit que le a* recherché dans ce cas est a* = Mb*.

Pour caractériser la solution, il reste a expliciter la matrice M pour laquelle M "x"xM = I,,.
Celle-ci s’obtient en diagonalisant x"x. Si V' et A désignent les matrices contenant respecti-
vement les vecteurs propres et les valeurs propres de x'x, on a x'x = VAV car x"x étant
symétrique, on peut choisir V' de sorte que VTV = I,, ou encore V~! = V. On écrit toute
matrice diagonale D d’éléments diagonaux di,...,d,; sous la forme D = diag(d,...,dy).
On a ainsi A = diag(ly,...,l,) ou ly,...,l, désignent les p valeurs propres de x'x. Si on
définit la matrice AY? = diag(\/1,. .., V1p), on vérifie facilement que A = A/2AY2. De
maniére identique, linverse de A est A~' = diag(1/ly,...,1/l,) et on a A=t = A71/2A~1/2
ot A7YV2 = diag(1/V11,...,1//T,) = (A1/2)_1. Introduisons alors la matrice M définie par

M = VA~1/2. On vérifie que cette matrice satisfait la condition voulue puisque
M x"xM = A71/2VTvAVTvA71/2 _ A71/2AA71/2 _ A71/2A1/2A1/2A71/2 _ Ip
Avec ce choix particulier de M, le vecteur a* qui maximise (Y, X,)? est donc

MTx"y B (x"x)"xTy

¢ VYTXMM™xTy Jy x(x"x)"IxTy

puisque MM = VA~Y/2A-12YT = VA-IVT = (x"x)~L. Donc dans le cas général, I'en-
semble des solutions au probléme de maximisation de (Y, X,)? est I'ensemble des vecteurs
de R? proportionnels a (x"x) !xTy.
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Maintenant que ce probléeme de maximisation est résolu, il reste & conclure et montrer, ainsi
qu’on I’a annoncé au début de cette section, que la combinaison linéaire des variables exogenes la
plus fortement linéairement corrélée avec Y est bien BOXO 4+ Bpo. Pour cela, on remarque que
grace au résultat de la section 5.5.1.3 précédente, le jeu de p coefficients (x"x)!xTy qui maximise

2 coincide avec f3y, . . . , Bp, ce qu’on écrit Bl = (x"x)"xTy

la corrélation linéaire empirique (Y, X,)
(voir les commentaires qui suivent (5.19) et (5.20)). Donc la combinaison linéaire obtenue a l'issue
de la résolution du probleme de maximisation est Ble + -+ Bpo. La valeur de r(Y, Xa)2
qui en résulte reste inchangée si on ajoute un terme constant & cette combinaison linéaire. '° Par
conséquent, la combinaison linéaire BOXO + BlX 1+ -+ Bpo maximise également ce coeflicient

de corrélation linéaire, et on obtient ainsi le résultat annoncé.

Pour terminer cette section, notons que puisque le vecteur qui maximise r(Y, Xa)2 est 5’1 =
(x"x)"!x Ty, alors en utilisant I'expression de (Y, X,)? donnée par (5.26), le maximum atteint est

yTX(XTX)71XTnyX(XTX)71XTy - yTX(XTX)fley
(yTy)y Tx(x"x)"IxTx(xTx)"IxTy y'y

Il est facile de voir que le numérateur s’écrit également comme y'y, ou y est défini comme a la
section 5.5.1.3 par y = x3!. Autrement dit, le maximum de r(Y, X,)? atteint en a = 5’1 est égal a

T

<>
<

T

<
<

En utilisant 1’équation (5.24), on constate que ce maximum, défini comme le carré du coefficient
de corrélation linéaire multiple entre Y et Xo,..., X, (voir la définition qui précede la propriété
5.5) coincide avec le coefficient de détermination de la régression. Ce résultat est évidemment la

généralisation de la propriété 2.7.

5.5.2 Estimation de [ sous contraintes linéaires

Dans cette section, on reprend le probleme d’estimation de S de la section 5.3, mais dans un
modele dans lequel on suppose que 3 satisfait ¢ contraintes de la forme

RiofBo + Ri1fB1+ -+ Ripfp =11
RooBo + Ra1B1 + -+ + RopfBp = 12

RyoBo + Rg1fB1 + -+ + RypBp = 1g

ou Ry; et r; sont des nombres connus, k = 1,...¢q, 1 = 0,...,p. En formant la matrice R dont la
(k,1+ 1)° entrée est Ry et le vecteur r € R? dont les coordonnées sont les réels r1,...,7, on peut
écrire ces g contraintes comme

RB=r (5.33)

De plus, si Ry, désigne le vecteur de RP*! dont les coordonnées forment les entrées de la k¢ ligne de

R, la k° contrainte s’écrit R; 3 = ry,.

15. Voir la remarque faite au début de cette section.
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Pour que le systéeme de contraintes ait un intérét, on supposera que ces g contraintes ne sont
pas linéairement redondantes, dans le sens ou aucune d’entre-elles ne peut s’obtenir comme une
combinaison linéaire des autres. Cela équivaut a I'indépendance linéaire des vecteurs Ry, ..., R4 ou
encore & la condition rang(R) = ¢. On notera que ceci implique ¢ < p+ 1. Ceci implique également
qu’on pourra toujours trouver un 3 € RPHL tel que I'égalité (5.33) est satisfaite.

Imposer une contrainte telle que (5.33) revient & introduire une condition supplémentaire au
modele défini par C,1 a Cp,3. Le modele dans lequel est imposé la contrainte (5.33) est appelé
MRLS contraint, et il est défini par la condition

coont IBeRPT t.q RB=ret E(Y)=XA3, 3Joe€]0,00[t.q. V(Y)=0?I,

Remarque 5.21 Comme on ’a fait dans la remarque 5.1, on peut donner une interprétation
géométrique de la contrainte imposée sur . Pour cela, on note que la condition rang(R) = ¢
imposée pour éviter la redondance des contraintes (voir ci-dessus), équivaut a ce que les ¢ lignes de
R soient les transposées de vecteurs linéairement indépendants de RP*!. On peut alors compléter
cette famille de vecteurs par p + 1 — ¢ vecteurs linéairement indépendants de RPT! afin de former
une base de RP*1. 16 Notons @ la matrice de dimensions (p +1 — ¢,p + 1) dont les lignes sont les
transposées de ces vecteurs. On peut alors former la matrice A de dimensions (p + 1,p + 1) en
concaténant verticalement R et @ :

R
A== (5.34)
Q
Définissons alors le vecteur § de RPT! par
R Rp
6= AIB = | ----- 18 SR
Q QB

Par construction, les p + 1 lignes de A forment une famille de vecteurs linéairement indépendants
de RPT!, et la matrice A est de rang p + 1, donc inversible. Par conséquent, il est équivalent de
connaitre 8 ou § et au lieu d’écrire le modeéle paramétré par 3, on peut ’écrire au moyen du vecteur
de paramétres d, puisque E(Y) = X3 <= E(Y) = XA~'5. On voit alors que la contrainte
Rp = r revient a imposer que les ¢ premieres coordonnées de § soient égales a celles de r et donc
que J s’écrive

r

y

5:

pour un certain v € RP1=9, 11 est donc possible de reformuler la condition C;"nt qui permet de
définir le MRLS contraint. On a en effet X3 = X A~16 et donc si la contrainte R = r est introduite,
X g’écrit

Xp =X (Ar}do) ; — XAy + X Agy (5.35)

16. Un choix possible (et aisé) consiste & choisir ces vecteurs comme étant une base du noyau de R.
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ol A; et Ay sont les sous-matrices de A~ composées des ¢ premicres et p+ 1 — g derniéres colonnes
de A™!, respectivement. La condition Cgont impose donc en particulier

FBERPTI . . RB=71et E(Y)=XB «= Iy R 1t q. E(Y)=0a+ X~y (5.36)

ot a = XA;r et X = X Ay. On voit alors que la condition Cgont impose au vecteur E(Y") d’ap-
partenir & un sous-espace affine de R", qu’on notera par la suite L,(X.o,...,X.p). Ce sous-espace
est obtenu en translatant au moyen du vecteur a tous les vecteurs du sous-espace engendré par les
colonnes de X. Appelons ce dernier L(X.O, . ,X.p). Comme X = X A, chaque colonne de X est
une combinaison linéaire des colonnes de X et donc L(X.O, .. ,X.p) C L(X.0,...,X.p). De plus,
la définition de X montre que le rang de cette matrice est égal au rang de As.'” Comme A est
inversible, les p 4+ 1 — ¢ derniéres colonnes de A~! constituant A, sont linéairement indépendantes.
Par conséquent A est de rang p+ 1 — q et X aussi. Donc L(X.o, . ,X.p) est un sev de R™ de

dimension p +1 — ¢. '8

Remarque 5.22 Notons que la reparamétrisation qui consiste a poser § = A3, ou A est définie
par (5.34), et écrire E(Y) = Z6, avec Z = X A1, est un moyen d’incorporer la contrainte R = r
dans lécriture de E(Y'), ainsi que le montre ’équivalence (5.36). On pourra alors prendre en compte
directement cette contrainte dans l'interprétation et 'utilisation du modéle. R]

Lorsqu’on cherche & estimer le vecteur des parametres § du MRLS avec la contrainte (5.33), il
est normal d’imposer que 'estimateur recherché satisfasse également cette contrainte. Pour effectuer
cette estimation, on adopte la méme démarche que dans la section 5.3. On minimise donc la fonction
S définie en (5.8) sous la contrainte (5.33). Formellement on résoud

5;1]11%1]31 Y — XB|> scq RB=r (5.37)
Pour résoudre ce probleme, on peut adopter deux méthodes. La premiére consiste a noter que la
fonction objectif & minimiser et la contrainte sont dérivables en chacun des Sy, ..., 3,, que I'objectif
est convexe et que chacune des ¢ contraintes est linéaire en ces mémes arguments. Par conséquent,
on peut utiliser la méthode du lagrangien pour effectuer la minimisation sous contrainte. La seconde
méthode consiste a intégrer la contrainte dans la fonction a minimiser en utilisant une réécriture
du modele semblable a celle utilisée dans la remarque 5.21, permettant d’écrire E(Y") sous la forme
donnée par I'égalité E(Y) = a + X ~. On présente tour & tour chacune de ces deux méthodes, qui
conduisent évidemment au méme résultat.

Si on utilise la premiere approche, on réécrit le probleme comme

n

i y - . —_ . e e — . 2 .. P —
(5o,~~.,lr32)1£1€]1§@+1 ;(}/Z /BOXzO /Bsz) s.Cc.q. RlO/BO + . + Rlpﬂp 71 0

RgoBo+ -+ RegpBp —1¢ =0

17. Puisque XTX est inversible, Xr=0 < Aoz = 0. Les matrices X et Az ont donc le méme noyau. Comme
elles ont aussi le méme nombre de colonnes, le théoréeme des dimensions permet de conclure qu’elles ont le méme
rang.

18. On rappelle le contenu de la remarque 5.1 qui établissait qu’en I’absence de la contrainte, E(Y) appartient a
un sev de dimension p + 1.
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Le lagrangien associé est

n q
L(Bos++ 1 Bps Aty -5 Ag) = > (Vi = BoXio — - — BpXip)® + D M(Riofo + -+ + RipBp — 11)
i=1 =1
Donc pour que * = (f,..., ;)" soit solution du probleme, il faut trouver g réels AJ,..., A7 tels
que
8£ * * * *
a—IBIC(B(]’"',/Bp, 17...,Aq):0 k:07...7p

(5.38)
oL
a)\l(/ﬁ8776;7 T77)\;):O l:177q

Ensemble, les ¢ derniéres équations s’écrivent évidemment RS* = r, exprimant que la solution *
satisfait les ¢ contraintes. En utilisant 'expression du lagrangien, la (k+1)¢ équation de ce systeme
est . ‘
-2 X (Yi — B3 Xio — -+ — B3 Xip) + > _ ARy =0

i=1 =1
En reprenant la démarche de la section 5.3, la premiere somme de cette égalité peut s’écrire
—2X (Y — Xp*) (voir le passage de (5.3) a (5.4)). La seconde somme s’écrit R A", ot R.j
désigne le vecteur de R? constituant la k° colonne de la matrice R et \* = (A},...,A7)". Donc la
(k 4+ 1)° équation du systéeme (5.38) s’écrit

—2X(Y — XB*) + R\ =0

On constate que le premier terme de cette somme est la (k + 1)° ligne de —2X (Y — X3*) et le
second est la (k + 1)° ligne de RTA*. En empilant ces p + 1 égalités, on obtient donc —2X (Y —
XpB*) + R A* = 0p41 et le systeme (5.38) s’écrit

—2XT(Y - XB*)+ RN\ =0pq1
RB* —r =04
De la premiere égalité on tire

1 R
B =(X"X)'XTY - §(XTX)_1RT)\* =B (X"X)'RTX* (5.39)

DN | =

ou A est 'estimateur des moindres carrés de 8 dans le modéle sans la contrainte (5.33). La matrice
R(XTX) 'R" est inversible. En effet, pour tout z € R, = # 0, on a 2" R(X"X) 'Rz =
2T (XTX) !z, ot z = R"2z. Comme R est (¢,p+ 1) et de rang g, * # 0, implique 2z # Opy1.
Et comme X est de rang p + 1, elle est définie positive et on a 2™ (XTX)7 'z > 0, cest & dire
rTR(XTX)'R"x > 0. La matrice R(XTX) !R" est donc définie positive, et par conséquent
inversible. En utilisant cela et en substituant expression de * donnée par (5.39) dans I’équation
RB* —r =04, 0n a

AN =2[R(X"X)'R"] ' (RB — 1) (5.40)

et en substituant dans (5.39), on obtient

B*=B—(XTX)'RT[R(X"X)"'RT] ' (RB - 1) (5.41)
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On peut adopter une autre stratégie de résolution du probleme (5.37) qui consiste a utiliser
le contenu de la remarque 5.21 afin d’intégrer la contrainte RS = r dans la fonction a minimiser
|Y — XB||?. En effet, en utilisant le raisonnement de la section 5.3.2, on voit que la minimisation
(5.37) consiste a chercher parmi les vecteurs de R™ s’écrivant sous la forme X3 avec 8 € RPT! tel
que RS = r, celui qui est le plus proche de Y. On a vu dans la remarque 5.21 que ces vecteurs sont
les éléments du sous-espace affine LQ(X' 0 X .p) de R™ et qu’ils peuvent s’écrire sous la forme
X Ay + X Ayry pour un « dans RPF1=4 (voir (6.10)). Donc chercher parmi ces vecteurs celui qui est
le plus proche de Y revient & chercher un v* € RPT1=4 tel que

Y — XA;7 — XAoy* |2 <Y — XAyr — XApy||? Vy e RPFIT
Autrement dit, le probleme (5.37) est équivalent a

i Y — Xoy®
oY =Y — XA;r et X = XAy. Ré-berit sous cette forme, on voit que le probléme est celui
qui se pose lorsqu’on souhaite estimer par moindres carrés le vecteur de parametres v dans un
modele caractérisé par la condition E(Y') = X~. Dans un tel modele, les observations de la variable
endogene sont les coordonnées de Y et celles des variables exogénes sont les éléments de la matrice
X. Dans le contexte de ce modele, la minimisation s’effectue de maniére identique & celle présentée
a la section 5.3 et on obtient

Les deux approches étant équivalentes, elles conduisent au méme vecteur du sous-espace affine
LG(X.O,...,X. ). On doit donc avoir X Ayr + X Asy* = X* ou encore, en se rappelant que
A7l = <A1A2§ (voir la définition de A; et Ag apres (6.10)) :

Autrement dit, les estimateurs des parametres § et 8 sont liés par la méme relation que les para-
metres eux-mémes. On rappelle que ces deux parametres correspondent a deux fagons différentes
d’écrire la décomposition de E(Y') (voir la remarque 5.22 et 1’équivalence (5.36)). Les deux ap-
proches d’estimation qui viennent d’étre décrites correspondent a chacune de ces deux manieres de
paramétrer E(Y).

La relation entre 6* et 5* permet évidemment aussi de connaitre I'un des deux lorsqu’on connailt

Pautre. Ainsi, si on décide d’utiliser la deuxiéme approche qui permet d’obtenir v* et donc 6%, on
obtient 8* comme f* = A716*.
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5.6 Estimation de la variance o2 et de V(§)

La section précédente a développé les solutions au probleme d’estimation du vecteur des pa-
rametres S qui caractérise dans le cadre d'un MRLS la maniere dont les niveaux des variables

exogenes affectent celui de la variable endogene.

2

Le modele contient également le parametre o supplémentaire, dont la valeur inconnue mesure

la variabilité théorique de la variable endogéne. L’estimation de o2 découle du résultat suivant.

Propriété 5.8 Dans le MRLS, on a E(||€]|?) = (n — p + 1)o2.
Prewve :é =Y - Y =Y - Xf=Y - X(X"X)"'X'Y = MxY ot Mx = I,, - X(X"X)"'X".
Par ailleurs, ||€]|? = 32, é2 = trace(é2"). Par conséquent,
€]|? = trace(Mx Y'Y TM3) = trace(MxY'Y " My)
= trace(MxMxYY ") = trace(MxYY ")

ou la deuxiéme égalité résulte de la symétrie de My, la troisieme du fait que trace(AB) =
trace(BA) et la derniére de I'idempotence de Mx. Donc

E(||2*) = E(trace(MxYY ")) = trace(E(MxYY "))

La derniére égalité résulte des deux propriétés suivantes : (1) 'espérance d’une matrice dont
les entrées sont des variables aléatoires est la matrice dont les entrées sont les espérances
des variables aléatoires et (2) l'espérance est un opérateur linéaire. La matrice My ne
dépend que des variables exogenes, que la condition C,1 permet de considérer comme non-
aléatoires. Par conséquent, en utilisant la condition C,3, les propriétés de 'opérateur trace
et la définition de My, on obtient

trace(E(MxYY ")) = trace(MxE(YY ")) = trace(c® Mx) = o*trace(Mx)
= o*trace(l, — X (X X)71XT)
= o (trace(I,) — trace(X (X X) 71X 7))
= 0%(n — trace(X " X (X" X)) = 0?(n — trace(Ip41))
=o*(n—p+1)

ce qui est le résultat recherché.

Corollaire 5.1 Dans le MRLS, la variable aléatoire 6% définie par

n 22
£2 i=1%i

n—(p+1)
est un estimateur sans biais de o>.
Comme dans le cas du modele de régression linéaire simple, I’estimateur ainsi obtenu pour o2
permet d’obtenir I'estimation de la matrice des variances-covariance de [ (voir la propriété 2.10).
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Comme 3 = AY avec A = (XTX)"'XT (voir la propriété 5.4), on peut appliquer la propriété
9.7 et on obtient

A

V(B) = V(AY) = AV(Y)AT = (X" X) ' XL, X(XX) ' =o?(X"X)!

En tant que matrice des variances-covariances d’un vecteur aléatoire, (voir page 198), la matrice

A

V(5) a la structure suivante :

1
V(B) = | cov(Ba, Bo) cov(Ba, B1) V(B2 cov (B2, Bp) (5.42)
COV(Bpa BO) COV(Bpa Bl) COV(Bp, Bp) T V(Bp)
En utilisant alors ’expression V(B) = 02(XTX)™!, on a nécessairement pour tout j,k =0,1,...,p
COV(Bj,Bk) = 0%8j41ht1 (5.43)

ot 8y, est la (I,m)® entrée de la matrice (X7 X)L
La matrice V(B ) est inconnue puisqu’elle dépend de la valeur inconnue de o2. Puisqu’on dispose
d’un estimateur sans biais de 02 on peut former un estimateur de V(53).

Propriété 5.9 La matrice V(3) définie par V(B) = 62(XTX)™! est un estimateur sans biais de
V(B)-
Preuve : Ce résultat découle directement du corollaire 5.1.

Par construction, la (j+ 1, k+ 1) entrée de la matrice \7(/3’) est donc 02sj+17k+1, et la propriété
5.9 montre que c’est un estimateur sans biais de COV(B]', Bk) On note cet estimateur cév(Bj, Bk) et

on a donc L o o o
V(A O)A C(SVA( 9,,31) C(SV(@(),/Z)Q) CGV(@(),,@;)
cov(Br,Bo) V(1) cov(Pr, fa) cov(61, Bp)
V(3) = | cov(Ba, Bo) cov(B2,P1)  V(B2) cov (P2, Bp) (5.44)
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Chapitre 6

Le modele de régression linéaire
standard : tests et régions de
confiance

On a vu dans le chapitre 3 comment résoudre des problémes de tests d’hypothéses portant sur
la valeur d’un parametre du modeéle. On généralise a présent ce type de probléme et on en donne

une solution.

La catégorie de problemes abordés ici étant les tests d’hypotheéses, leur résolution nécessite la
possibilité de calculer des probabilités, afin notamment d’évaluer les risques de type 1 et 2 (voir la
section 10.3.2.3). Parmi les approches possibles offrant cette possibilité, la plus simple consiste a
introduire dans la définition du modele les lois qui serviront aux calculs de probabilités. C’est ce
qui a été fait a la section 3.1 et c’est cette approche qui sera utilisée ici. Pour préciser le modele
qui sera le contexte dans lequel on cherchera des solutions aux problemes de test qui seront posés,
on introduit donc une définition semblable & la définition 3.1 de la section 3.1.

Définition 6.1 Le modéle de régression linéaire standard gaussien de Y sur (Xi,...,X,) est le
modéle statistique défini par la condition Cpl et C,N, ou cette derniére est

C,N.  3BeRPM J5€)0,+00], Y ~ N(XB,0%I,)

On note que le modele défini par la définition 5.1 contient le modele gaussien défini ci-dessus.
En effet, on vérifie facilement que si les conditions C,1 et C,N sont satisfaites, alors les conditions
Cpl a C,3 le sont aussi. Donc les résultats qui ont été dérivés sous les conditions qui définissent le
MRLS restent valables dans le cadre du modele gaussien défini ci-dessus.

Par ailleurs, en utilisant les résultats sur les lois normales multivariées (voir la section 9.1.2, et
plus particulitrement la propriété 9.8), on voit que Y ~ N(XB,0%1,) et Y — X3 ~ N(0y,021,)
sont équivalentes. Par conséquent, d’apres la définition de e = Y —E(Y'), on voit que si la condition
Cpl est imposée, alors la condition C,N de la définition 6.1 peut étre remplacée par la condition
suivante :

C,N'.  3BeRP Jo€)0,400f, Y = XB+¢, e ~ N(0,,0%,)

135
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L’introduction de la condition supplémentaire de normalité du vecteur Y permet d’obtenir
des résultats sur les lois des estimateurs ﬁ et 62 qu’il était impossible de dériver dans le chapitre
précédent sous les seules conditions C,1 a Cp3.

Propriété 6.1 Dans le modéle de régression linéaire gaussien, on a les propriétés suivantes :
1 B~ N(B,0o*(XTX)™)
&%
2 (n-p-1)—5~x(n-p-1)

3. 5’ et 62 sont indépendants

Preuve : 1. On peut écrire B = AY avec A = (XTX)"1XT. En utilisant la condition C,1, qui
assure que A est une matrice dont les entrées sont non-aléatoires, et la condition C,N,
on peut appliquer la propriété 9.8 pour déduire que B est un vecteur aléatoire gaussien.
Il reste alors & calculer son espérance et sa variance. Comme 3 est un estimateur sans
biais de (3, son espérance est 8. En ce qui concerne sa variance, on a :

V(3)=V(AY) = AV(Y)A" = Ac’ I, A" = o*(X"X)"!

ou la deuxiéme égalité résulte de la condition C,1 et de la propriété 9.7, la troisicme
de la condition C,N, et la dernicre de ’expression de A.

2. D’apres la définition de 62, on peut écrire (n—p+1)6% = é7¢, et donc (n—p— 1);—2 =
Z'MxZ,ou Z = £ et Mx est définie comme dans la preuve de la propriété 5.8.
D’aprés la définition de ¢, on a & ~ N(0y,021,) et donc Z ~ N(0,, I,,) (ceci découle
des propriétés 9.8 et 9.7). Comme Mx est idempotente et de rang n —p — 1, on

applique la propriété 9.18 et on obtient le résultat.

3. Ce résultat se démontre en utilisant la propriété 9.15 et la remarque qui la suit. En
effet, comme 3 = AY et ¢ = MxY, avec Y ~ N(XB,0%I,), 'indépendance entre

3 et ¢ résulte directement de MxA = 0. On reprend alors la remarque qui suit la
2 _ _é&'e

mp1 est indépendant de B .

propriété 9.15 et on conclut que &

6.1 Tests d’hypotheses linéaires sur

6.1.1 Le probleme de test

Le probléme sera défini par une hypothése nulle (Hp) qui établit que ¢ combinaisons linéaires
données des coordonnées du vecteur [ prennent chacune une valeur connue, et une hypothese
alternative (Hp) qui nie ’hypothése nulle. De maniére plus précise, ’hypothese Hy affirme que le

vecteur (3 satisfait les g égalités introduites dans la section 5.5.2 :

RioBo + R11B1+ -+ Ripfp =11
RoofBo + Ro181 + -+ - + Ropfp = 12

RqOIBO + quﬁl + -+ qu/ﬁp =Tq
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ou Ry, et rp sont des nombres connus, £k = 1,...q, | = 0,...,p. La réécriture de ces égalités

sous forme matricielle se fait exactement comme dans la section 5.5.2 et on peut alors définir
formellement le probléeme de test considéré ici :

Hy:RG=r Hy:RB#r (6.1)

ou la matrice R et le vecteur r € R? sont définis comme & la section 5.5.2, i.e.,

R10 R11 e Rlp T
RQQ R21 e Rgp T9
R=1 | . . r=1|.
Ry Rp ... Ry Tq

On fera la méme hypotheése que dans la section 5.5.2 en supposant qu’aucune des g égalités définis-
sant Hy n’est redondante. Ceci implique que la matrice R est de rang q.

Si ’hypothese Hy est vraie, alors le vecteur des parametres (§ satisfait ¢ relations linéaires,
caractérisées par R et r. On peut dégager plusieurs cas particuliers d’intérét.

— Le cas ou Hy impose que 31 +--- 4 3, = r, oll 7 est une valeur qu’on spécifie, s’obtient en

posant R = (O 11 - 1).
— Si on veut tester que S, = --- = B, = 0 (nullité simultanée de ¢ parametres), on choisira
r=04et
e;frl+l
R . e;frg+l
egqqtl

ol e est le vecteur de RPT! dont la ¢ coordonnée est 1 et les autres sont 0. Pour le vérifier,
on observe que

.
€y 410 By
k
€hytr1 Br
Re=| T | =|""
T
ekq+15 /qu

puisque la numérotation des éléments de S commencant a 0, on a egl 118 = By, pour | =

1,...,q. Deux sous-cas importants se dégagent.

— Lorsque ¢ = 1, on teste la nullité d’un parametre. Si celui-ci est i, alors la matrice R est
R = (0 0O -~ 010 -- O), ou le 1 est sur la (k+1)° colonne. Si cette hypothese
est acceptée, alors la variable X} auquel le parametre est attaché ne joue aucun role dans
la détermination de Y. On retrouve le test de significativité de Sy présenté a la section
3.2.1. Ce cas particulier est traité en détail a la section 6.1.3.2 ci-dessous.

— Lorsque ¢ = p et que k; = [ pour [ = 1,...,p, 'hypothése nulle Hy impose que les
parametres attachés aux variables explicatives sont tous nuls, i.e., ; =--- = 3, = 0. La
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matrice R est dans ce cas

0 0 0

0 --- 0
R = ) (6.2)
00 0O 1
et donc

p1
B

rRe=|""
Bp

Si Hy est vraie, alors aucune des variables explicatives n’a d’effet sur Y. On dit alors
qu’on teste la significativité globale des parametres. Ce cas est traité en détail dans la

section 6.1.3.3 ci-dessous.

6.1.2 Le test de Fisher : dérivation du test et définition

De la méme maniere que ce qui a été présenté au chapitre 3, la solution au probleme de tester Hy
contre Hy peut s’obtenir par deux approches différentes. L’une (plus difficile) consiste a se donner
un certain nombre de critéres que doivent satisfaire les solutions (i.e., les tests) recherchées, et a
choisir dans ’ensemble des solutions ainsi délimité, celles qui sont les meilleures. L’autre approche
consiste a proposer une solution a partir d’un enchainement d’arguments “raisonnables” et montrer
qu’elle posséde de bonnes propriétés. Nous présentons cette deuxieme approche.

Notons pour commencer que
RB=r <= M(RB—r)=0,

ou M est n’importe quelle matrice ¢ X g inversible donnée. Décider entre Hy et Hp revient a
décider si le vecteur M (RS — r) est nul ou pas. Par conséquent, on peut baser un test de Hy
contre H; sur une estimation de la longueur |[M (RS — r)|| de ce vecteur, ou bien de son carré
|M(RB —7)||>=(RB—7)"TM"M(RB —r).' On sait grice au théoréme 5.2 (section 5.3.3), que le
meilleur estimateur linéaire et sans biais de M (RS — r) est M(Rj — r). Par conséquent, on peut
estimer la longueur de M (RS —r) par la longueur de son estimateur, c’est & dire par | M (RSB —r)]|,
ou par son carré (RB — ’I“)TMTM(RB — ). D’apres les propriétés de lestimateur B, si Hy est
vraie, c’est a dire si la longueur de M (RS —r) est nulle, alors il sera probable d’observer de faibles
valeurs (R3—r)T MM (R —r). Par conséquent le test consistera & rejeter Hy et accepter Hj si on
observe de grandes valeurs de la variable aléatoire (R3 — )" MTM(Rj — ). Un tel raisonnement
nous donne la forme des tests qu’on considere ici : ces tests conduisent a rejeter Hy si on observe un
évenement s’écrivant (RS —r)TMTM (RS —r) > s, ol s est un nombre qui sert & exprimer le fait
que la variable aléatoire (R[g’ —r)"M™M (RB —r) prend une “grande valeur”. Il reste a expliciter le
choix de ce nombre ainsi que celui de la matrice M qui sera utilisée. Ces choix de M et s doivent

satisfaire deux conditions :

1. On rappelle (voir la section 5.3.2) que la longueur d’un vecteur a est mesurée par la norme de ce vecteur, définie

comme va a.
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— M et s doivent étre connus de maniére & pouvoir dire si évéenement (RS —r)" M ™M (RS —
r) > s s’est réalisé ou pas
— on doit pouvoir calculer la probabilité

Pr, ((RB — ) M M(RB — 1) > s)

afin de garantir que cette probabilité n’excéde pas le niveau qu’on aura choisi pour effectuer
le test.

On procede de la maniere suivante :

(a) on cherche d’abord une matrice M inversible connue pour laquelle la loi de la variable
aléatoire (RB —r)TM™M (RB —r) est connue lorsque Hy est supposée vraie;

(b) connaissant cette loi, on choisit sO de sorte que
P, ((RB — ) TM"M(RB —7) > s) <a
On commence par noter qu’en utilisant les propriétés 6.1 et 9.8 on obtient
RB—r~N(RB—r,c?R(X"X)"'R")

Si Hj est vraie, alors I'espérance de RB — r est nulle. De plus, comme R est de rang ¢, la matrice
R(XTX)"!RT est également de rang g, donc inversible. Définissons alors la variable aléatoire C4
de la maniére suivante :

Ci=(RB—r)T[c?R(X"X)"'RT]" (RS —r)

On peut alors appliquer la propriété 9.17, et lorsque Hy est vraie on a C; ~ x2(g). On va montrer
que C; et 4% sont indépendantes. Pour cela, on donne une autre expression de C et on applique
ensuite la propriété 6.1. Comme R(X T X) ' RT est symétrique et définie positive, on peut toujours
écrire son inverse sous la forme [R(XTX) 'RT]7! = AT A ol A est une matrice ¢ x ¢ inversible. ?

On a donc C; = (Rf — T)TA;A(RB —r). En utilisant alors la méme démarche que dans la preuve
du point 3 de la propriété 6.1, on voit aisément que A(RB — ) est indépendant de 62, et donc Cy
et (n—p— 1)?—; le sont également.

Or la propriété 6.1 indique que la variable Cy définie comme Cy = (n — p — 1)‘;—3 suit une loi

x%(n —p —1). Par conséquent, en utilisant la définition 9.5 de la loi de Fisher, si Hy est vraie, alors

Ci/q
Ca/(n—p—1)

Appelons F' le rapport ci-dessus. En utilisant les expressions de C7 et de Cy on peut écrire

NF((Ln—p—l)

(R —r)T[6°R(XTX)'RT]" (RS — )
q

F=

(6.3)

2. 1l suffit d’écrire R(XTX)'RT = KAY2AY2KT ot K et A sont respectivement les matrices des vecteurs
propres et valeurs propres de R(XTX)"'R". On a alors [R(XTX)'RT]™! = KATY2A"Y2KT ot A7Y/? est la
matrice diagonale composée de 'inverse des racines carrées des élément diagonaux de A. Il suffit alors de choisir
A=APKT,
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et si Hy est vraie, F ~ F(g,n—p—1). On note que F s'écrit sous la forme F = (RA—r)" M ™M (R3—

r)ou M = 1A2 A. On a donc achevé le point (a) de la démarche décrite ci-dessus.
qo

Le point (b) conduit alors & chercher le quantile d’ordre 1 — « de la loi F(g,n —p —1). On le

note Fgn—p—1);1—a- et pour le déterminer, on peut se référer a la section 9.1.3.2 (voir la table a la

fin de la section). Autrement dit,
Py (F > F(q,nfpfl);lfa) <a

On a donc obtenu le test recherché.

Définition 6.2 On appelle test de Fisher de Hy : RS = r contre Hy : R # r le test qui consiste d
décider Hy au niveau a lorsqu’on observe F' > F(yn__1).1—q, 0U F est la variable aléatoire définie
en (6.3). Dans ce contexte, la variable aléatoire F' est appelée statistique de Fisher associée a Hy.

Le test ci-dessus a été construit en utilisant une approche a priori raisonnable schématisée par
les points suivants :

— T’hypothese nulle stipule que tout vecteur de la forme M (RS — r), ou M est une matrice

inversible, est de longueur nulle

— si on constate que le vecteur M (R[g’ — 1) est de trop grande longueur, on décide Hj.
Cette justification n’est pas suffisante et il faut montrer qu'un tel test possede de bonnes propriétés
statistiques, notamment une puissance supérieure a celle de n’importe quel autre test de niveau
«. Comme dans la section 3.2.3, on est confronté au probléeme qu’il n’existe pas de test UPP au
niveau « pour le probléme de tester Hy : R = r contre H; : RS # r. On se restreint alors a
chercher le meilleur test dans un ensemble de tests possédant des propriété souhaitées. Ici, ce n’est

pas ’absence de biais qui est imposée, mais un principe d’invariance.

Ce principe peut se schématiser de la manieére suivante. Supposons qu’on puisse trouver une
transformation des variables du modele qui ne change ni le modele, ni le probléme de test. Dans
un tel cas, il est naturel de ne considérer que les tests qui sont invariants par rapport a un telle
transformation : puisque le modele et le probleme de test restent inchangés suite a la transformation
des variables, il est naturel d’imposer que les tests utilisés doivent donner la méme décision, que
I'on utilise les variables transformées ou les variables initiales. Les tests possédant cette propriété
sont appelés tests invariants. On cherche alors le meilleur test parmi les test invariants, i.e., le test
invariant de niveau « ayant un risque de type 2 inférieur (ou égal) a celui de n’importe quel autre
test invariant de niveau a.

I est alors possible de montrer que le test de Fisher (définition 6.2) est le meilleur des tests
invariants de niveau «a.? Cette propriété permet donc de justifier I'utilisation de ce test.

A propos de la statistique de Fisher, on peut remarquer qu’elle est construite sur une estimation
de Rf — r. En effet, le meilleur estimateur linéaire sans biais de R — r est R —r (théoreme 5.2)

et sa variance est

V(RB—r) = RV(B)R" = c’R(X"X)"'R"

3. L’invariance étant celle par rapport & un certain nombre de transformations, dont par exemple des translations
des variables endogenes
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ou la premiere égalité résulte de la propriété 9.7 et la deuxiéme de la propriété 6.1 (point 1). Cette
variance est inconnue (car elle dépend de la valeur inconnue de o) et peut s’estimer par

V(RB—r) = RV(B)RT =6*R(X"X)"'R" (6.4)

On constate alors que la statistique de Fisher s’écrit en fonction de I'estimateur de RS — r et de
I'estimateur de sa variance :

(RB—r)"[V(RB —r)] " (RB—7)
q

F=

(6.5)

6.1.3 Le test de Fisher pour des problemes de test d’un intérét particulier

On a mentionné dans la section 6.1.1 quelques formes particulieres d’intérét du probleme de
test général Hy : RB = r contre Hy : RB # r. Ces cas particuliers sont caractérisés par des valeurs
particulieres de R et r, qui permettent de déduire de nouvelles expressions pour la statistique de
Fisher F'. Ces expressions sont obtenues & partir de la forme générale (6.5).

6.1.3.1 Test de nullité simultanée de ¢ parameétres

On a vu en 6.1.1 que ce test correspond au cas ou r = 0, et ou chacune des ¢ lignes de R
contient un 1 sur 'une de ses colonnes et 0 partout ailleurs. Autrement dit

T
ek1+1

T
e
ko+1

R= .

-
Chy+1

ol ¢; est le vecteur de RPT! dont la [¢ coordonnée est 1 et les autres sont 0. Dans ce cas, 1’égalité
R3 = r g’écrit

By 0

0
el | (6.6)
Bk, 0

Cette forme particuliere de R et r permet d’obtenir une forme particuliere de la statistique de
Fisher.

Dans ce cas, on a

621+1@ @kl

v
A €hyt15 Bre
RB —r= 2 —04 = .
egqﬂﬂ Bk,

Par ailleurs, en utilisant (6.4) et Pexpression de R, la matrice V(R3 —r) = RV(3)R™ a pour (j,1)°
entrée la (kj + 1,k +1)° entrée de V(). Compte tenu de la structure de cette matrice (voir (5.44)),
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cette entrée est CéV(Bkj,Bkl), Iestimateur de la covariance entre Bkj et Bkl (voir la section 5.6). En
utilisant 1’expression (6.5), on peut écrire dans ce cas la statistique F sous la forme :

VEB’“)A cov EBk},ﬂAkg) cov(ﬂkl,ﬂkq) - ﬁ:kl

~ ~ g s Pk \Y 2 o 29 2
5@1“ b .. 5kq) cov(ﬂk:2 Bry) (/?)k) | COV(,Bk Br,) /ch 6.7)

cov(Br,s Br)  cov(Br,, Bry) -+ V(qu ) Br,

On peut écrire cette statistique sous une forme plus compacte en désignant par ﬂR RS le
sous-vecteur de 8 dont on teste la nullité, comme exprimé par (6.6). Avec ces notations, on écrit
en effet (6.7) comme :

5RT V(5 LpR (6.8)

ou A% = Rf est le vecteur des estimateurs des coordonnées de 5% et V(57) = RV(B)R" est la
matrice de l'expression (6.7) dont les entrées sont les estimateurs des variances et covariances des
coordonnées de BR.

A partir de la forme de la statistique de Fisher donnée par (6.8) pour tester la nullité simultanée
de ¢ parameétres, on dérive aisément les expressions de F' dans les deux sous-cas évoqués dans la
section 6.1.1.

6.1.3.2 Test de significativité d’un parameétre

Ce cas correspond au probleme de test Hy : 8 = 0 contre Hy : B # 0, ou ) est le parametre
d’intérét dans ce probleme. C’est un test de significativité de 5 introduit dans la section 3.2.1. On
rappelle que ce type de test permet de décider si la variable exogene Xj a un effet sur la variable
endogene.

La matrice R dans ce cas est réduite & une ligne (¢ = 1) et on a R = ¢; ;. Par conséquent
BR = RB = By et B = B. De plus V(BR) = V(Bk) est la variance estimée de Bx. A partir de (6.8)
on a .

bi
V(Br)

Si Hy est vraie, alors F' suit une loi de Fisher F(1,n — p — 1) et on décide que Hy est fausse au

F=31V(B) '8 =

niveau « si on observe que F' > F(1 ,_,_1).1_q-

Notons que dans le cas du probleme de test envisagé ici, la statistique de Fisher est le carré de
la statistique

Bk
V(B)

et par conséquent, le test de Fisher est équivalent a décider Hy au niveau « si on observe |Tj| >

Ty =

\/ Fi,n—p—1);1—a - Autrement dit, le test peut étre effectué de manicre équivalente en comparant la

valeur absolue de la statistique T avec la quantité |/F(1 ,—p_1);1-a - Or en utilisant la définition
de la loi de Student (voir la section 9.1.3.3) et la propriété 6.1, on voit que le rapport définissant
la statistique Ty suit une loi de Student a n — p — 1 degrés de libertés. Par ailleurs, en utilisant la
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propriété 9.20 (voir les rappels), \/ F1,n—p—1);1—a coincide avec le quantile d’ordre 1 — 5 de cette
loi, i.e. F(l,nfpfl);lfa = Tn—p—l;l—%'

Sous cette forme, on voit que le test de Fisher n’est autre que le test de Student qui a été
introduit dans le contexte du modele de régression linéaire simple (voir la section 3.2.2). Le test de
Student reste donc valide dans le contexte du modele standard et garde toutes les propriétés qui
ont été établies précédemment (voir la section 3.2.3).

En pratique, pour tester la significativité individuelle d’un parameétre du modele, on utilise le
test sous la forme Student, en comparant la valeur absolue de la statistique de Student T} avec le
quantile approprié.

6.1.3.3 Test de significativité globale des parametres

On s’intéresse maintenant au test de Hy : 1 = --- = 3, = 0 contre Hy : 38, # 0,k =1,.
En utilisant les développements de la section 5.5.1.3 qui illustrent une application du théoreme de
Frish-Waugh, on peut obtenir dans ce cas un resultat intéressant. Il est pour cela important de
se rappeler le sens revétu par Hy, donné a la fin de la section 6.1.1 : si Hy est vraie, les variables
explicatives n’ont aucun pouvoir explicatif sur la variable dépendante. Le résultat dégagé ci-dessous
montre établit qu’il un lien entre le test de Fisher et le coefficient de détermination R?.

Pour le probléme de test considéré ici, la matrice R a la forme donnée par (6.2) et la statistique
de Fisher est donnée par (6.8), avec ¢ = p. On décide que Hj est fausse au niveau « si on observe
F> Fpnp-1)1-a-

Le sous-vecteur des parameétres sur lesquels porte le probleme de test est :

631
B2
BR =R = :
Bp
Notons que ce sous-vecteur est identique au sous-vecteur 4* introduit en (5.17) a la section 5.5.1.3.
Par conséquent, BR = (' et en appliquant les résultats de cette section, on sait que

BR _ (XTX)fley
ou X et y sont les matrices des observations des variables exogeénes et endogenes, prises en différences
par rapport a leur moyenne (voir (5.18) et (5.21)). Notamment, on peut écrire

y=,—P,)Y et x=(I,-P)X (6.9)

ou Pr, est la matrice de projection orthogonale sur L(X.p). On peut alors obtenir une expression
de V(ﬁR) qui permettra ensuite d’en obtenir une pour V(ﬁR) En effectuant un calcul analogue a
celui qui a permis d’obtenir V(B) a la section 5.6, on a :

V(™) = V[(x"x)'x"y] = (x"x) 'x V(y)x(x"x) !
= (x"x) "% V(ML Y) x(x"x)"!
= (x"x)7! TML2 (Y)M,-J2><(><T>()_1

= o%(x"x) " 1xT My, x(x"x)"!
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ol My, est la matrice définie comme My, = I,, — Pr,, et ou la derniere égalité résulte de 'idem-
potence et de la symétrie de cette matrice et de la condition C,N qui donne ’expression de
V(Y) = 02I,. En utilisant & nouveau I'idempotence de My, et la définition de x (voir (6.9)
ci-dessus), on a Mp,x = x et par conséquent :

V() = o2 (x"x) !

On déduit donc V(3%) = 62(x"x)~!. On peut alors obtenir une expression de la statistique de
Fisher & partir de celles de 3% et de V(5"). Si on utilise I'expression (6.8) de F, on a :

1 -1
F= -y x(x"x)"! {6‘2(XTX)71} (x"x)1xTy
p
1 xR ) xR MxTy)
= >
gl
po?

ol ¥ est défini comme dans la section 5.5.1.3 par § = x38 = x(xTx)"!xTy. Or d’apres la définition
de 62 et les relations (5.22) et (5.23), on peut écrire :

~2 p A2 p 2 el2
po” = el = 7 Uyl = 91)

Par conséquent :

L 4 e 4 Y - [ :L<L_1)
Foon—-p-1 |3 n—p—1\[yl? n—p—1\R2

ou la derniere égalité est obtenue en utilisant ’expression (5.24) du coefficient de détermination de

la régression. On a donc obtenu une expression alternative de la statistique de Fisher, qu’on peut

résumer par une propriété.

Propriété 6.2 Dans le MRLSG, pour tester la significativité globale des paramétres Hy : 7 = 0p

contre Hy : B #£0, , ou B = (B1,...,B,)", la statistique de Fisher s’exprime comme :
-p—-1 R?
p="""
P 1— R?

ot R? est le coefficient de détermination.

Ce résultat est intéressant puisqu’il permet de donner une justification supplémentaire au co-
efficient de détermination. On rappelle que ce dernier estime le pouvoir explicatif des variables
exogenes sur la variable endogeéne. La propriété ?? établit qu’observer R? = 0 revient & estimer
que B = 0p. Autrement dit, avoir R? = 0 revient & estimer que Hj est vraie. Cette propriété
de R? fournit donc une régle de décision alternative au test basé sur la statistique de Fisher pour
choisir entre Hy et H;. Cette nouvelle régle s’énonce « On décide que Hy : ff = 0, est fausse si on
observe R% > 0 ». Il est donc naturel que la statistique de Fisher et R? soit liés puisqu’ils servent a
décider si Hy est vraie ou pas. Cependant, cette régle de décision fondée sur le coefficient R? peut
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apparaitre trop tranchée dans la mesure ou elle prend comme seuil une valeur extréme (la valeur
0) de R?. De fait, on peut facilement montrer qu’avec un seuil aussi tranché, que Hy soit vraie ou
pas, la probabilité de décider que Hj est fausse est nulle. Autrement dit le risque de type 1 de ce
test est égal a 0, tandis que son risque de type 2 est égal a 1. Ceci peut s’établir a partir du point
2 de la propriété ?? : R2 =0 «— BR = 0. Par conséquent

N

P(R®=0) =P(p"=0,) <P(B =0)

puisque ’événement {BR = 0,} implique I’événement {5’1 = 0}. Dans le contexte du MRLSG, que
Hj ou Hy soit vraie, Bl est une variable aléatoire qui suit une loi normale, et I’évenement {Bl =0}
est par conséquent de probabilité nulle. En d’autres termes, le test qui décide que Hy est fausse
lorsqu’on observe R? = 0 revient & toujours décider que Hy est vraie.

Si on veut baser le test sur la valeur du coefficient R?, on peut utiliser une régle de la forme
« On décide Hy si on observe que R? est suffisamment grand (proche de 1) ». Cela revient a décider
que Hj est fausse deés qu’on estime que le pouvoir explicatif des variables exogénes sur la variable
endogene est suffisamment élevée (proche de 100%). L’événement qui conduit a décider H; est alors
de la forme R? > s, ot s € [0;1] est le seuil & partir duquel on juge que R? est suffisamment grand.
L’approche de Neyman et Pearson (voir la section 10.3.2.4) requiert alors de choisir s de maniére

que le risque de type 1 d’un tel test ne dépasse pas un niveau « fixé a 'avance :
Pu, (R2 >s) < a

Parmi tous les s satisfaisant cette inégalité, on choisit celui qu’on note s* pour lequel le risque de
type 2 est le plus petit possible. Le risque de type 2 est Py, (R? < s). On en déduit donc que s* est
la plus petite des valeurs s pour lesquelles Py, (R? > s) < a et par conséquent s* est caractérisé
par

Py, (R? > ") = a

n—p—1
p

La propriété 6.2 permet de calculer aisément s*. En effet, en posant ¢ = ,on a

o = PHO (F > F(p,n—p—l);l—a)
}#
= Pg, (CTRQ > F(pvn—p—l);l—a)

— PH() (R2 > F(pyn*pfl)ﬂfa )
¢+ Fpn—p-1)i1-a

Donc

§* — F(p,nfpfl);lfa

n—p—1
p T F(p,nfpfl);lfa

On peut résumer ce résultat par la propriété suivante.

Propriété 6.3 Dans le MRLSG, le test de Fisher pour tester la significativité globale des para-

metres s’exprime de maniére équivalente par « On décide que Hy est fausse au niveau o« si on

oo
observe R% > nfp,ip’" p—1)il—a

P

»

+E(pn—p-1)i1-a
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Ce résultat fournit non seulement une justification supplémentaire du coefficient de détermina-
tion, mais il en permet aussi une utilisation un peu plus fine. Jusqu’a présent, on se contentait de
dire que lorsque R? était proche de 0, on estimait que le pouvoir explicatif des variables exogeénes
était faible, alors que quand R? est proche de 1, ce pouvoir est élevé. Avec la propriété qui lie le

coefficient R? au test de Fisher, on est capable de donner une signification plus précise de « R?
(p,n—p—1);l—o
n7571 +E(p,n—p-1)i1-a

non seulement R? est proche de 0, mais suffisamment proche pour qu’on considere que le pouvoir

est proche de 0 ». On peut par exemple dire que si R? est inférieur &

, alors
explicatif des variables exogéne est nul.

6.1.4 Illustration de la propriété d’invariance du test de Fisher

La propriété d’invariance du test de Fisher peut s’illustrer en montrant un résultat intéressant
concernant ce test. On peut montrer que pour tester RS = r avec une matrice R et un vecteur r
quelconques, il suffit de savoir faire le test dans le cas particulier ou R = I, et r = 0,. Pour obtenir
ce résultat, on fait appel successivement a la reparamétrisation présentée a la section 5.5.2 et au
théoreme de Frish-Waugh (voir la section 5.5.1).

6.1.4.1 Invariance par rapport aux reparamétrisations

On va d’abord montrer qu’on peut se restreindre a des problémes (6.1) dans lesquels la matrice

<Iq Oq7p+1—q )

Pour cela, on utilise une reparamétrisation du modele initial qui laisse le probleme de test inchangé.

R a la forme particuliere suivante :

Considérons le modele de régression linéaire standard gaussien (définition 6.1) dans lequel on
souhaite tester Hy : R = r contre Hy : R # r, ou R est une matrice de dimensions (¢,p + 1) et
r un vecteur de R?. Dans ce probléeme de test, on peut considérer que le vecteur des parametres
d’intérét est RS et qu’il s’agit de savoir si la valeur de ce vecteur est r ou pas.

En utilisant la démarche de la section 5.5.2, peut trouver une transformation qui permet d’écrire
le modele a I'aide du vecteur RS. En effet, on a montré dans cette section qu’on peut trouver une
matrice () connue de dimensions (p + 1 — ¢,p + 1) telle que la matrice

est inversible. On peut alors écrire
XB=XAtAB=126

ou Z = XA !et § = Ap. Ces relations entre X et Z, d’une part, et entre 8 et §, d’autre part, sont
bijectives (puisque A est inversible). Par conséquent, la condition C,N qui définit le modele de la
définition 6.1 est équivalente a la condition suivante :

C,N”. 3SR 35 €10, +0[, t.q. Y ~N(Z6,0°1,)
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Comme mentionné a la section 5.5.2, définir le modele de cette maniére revient a changer la base
de L(X.g,...,X.p), initialement exprimée a I'aide des colonnes de X, en I'exprimant a l’aide des
colonnes de Z. Evidemment, les coordonnées de E(Y) dans la base initiale sont fy, ..., 5,, tandis
que dans la base constituée des colonnes de Z, ces coordonnées sont do,...,d,, le lien entre les
jeux de coordonnées étant donné par § = AB. Ce changement de base revient a transformer les
variables explicatives initiales Xy, X1,..., X, en nouvelles variables Zy, Z1, ..., Z, au moyen de la
relation Z = XA~!. Cette transformation des variables conduit & transformer les parameétres :
les parametres apparaissant suite a cette transformation sont do, ..., d, et s’'obtiennent a partir des
parametres initiaux & I’aide de la relation 6 = AS. La transformation des variables et des parameétres
étant bijective, le modele initial et le modele transformé sont identiques. Cette transformation
montre simplement qu’on peut, sans changer de modele, choisir comme on veut les variables qu’on
souhaite utiliser (X ou bien Z) et donc la paramétrisation a employer (8 ou 0). L’opération qui
permet de passer de la formulation du modéle a I'aide de la condition C,N, ou le parametre est 3,
a la formulation C,N” dans laquelle le parameétre est § = AS s’appelle une reparamétrisation.

Puisque les deux conditions C,N et C,N” définissent le méme modele, on doit pouvoir formuler
le probleme de test de maniere équivalente, quelle que soit la condition retenue pour définir le
modele. C’est en effet le cas puisqu’en utilisant la forme de la matrice A, on constate que

s—ag— ) g= [ = (6.10)

ot 6! = Rf et 62 = QP sont des vecteurs de R? et RPT1=4 respectivement. En particulier on a
RB=1r <= 6' =r < DJj=r,oi D est la matrice définie par

D = <Iq Og.p+1—g ) (6.11)

Le probleme de tester Hy : R3 = r contre Hy : RS # r est donc équivalent au probléme de tester
H{ : D§ = r contre HY : D§ # r.

Puisque les problémes de test Hp contre Hy d’une part, et H{ contre H{ d’autre part, sont
identiques, une bonne propriété pour le test utilisé est qu’il soit invariant par rapport a la repara-
métrisation du modele et donc & ’écriture du probleme de test. Autrement dit, qu’on effectue le
test de Hy contre H; dans le modele défini par C,N (et donc une paramétrisation en ) ou bien
le test de H{ contre H{ dans le modele défini par C,N” (paramétrisation en 0), il est souhaitable
que dans chacun des cas le test utilisé conduise a la méme décision. On va montrer que le test de
Fisher de la définition 6.2 possede cette propriété d’invariance.

Dans le modele initialement formulé au moyen de C,N, on teste Hy contre H; au moyen du test
de Fisher de la définition 6.2. En particulier la statistique employée F' est donné par I’expression
(6.3).

On se place a présent dans le modele reparamétré défini par C,N”, dans lequel on teste H{ :
§' = r contre HY : §' # r au moyen du test de Fisher. On va montrer que la statistique de
Fisher dans ce cas est la méme que celle du modele initial, et que le test de Fisher dans ce modele
reparamétré est le méme que dans le modele initial. Considérons donc le modele défini par C,N”.
Dans ce modele, le probléme de test se formule H{ : D§ = r contre H{ : Dd # r et, en utilisant la
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définition 6.2 et 'expression (6.3), le test de Fisher consiste a décider que Hy est fausse au niveau

« si on observe

D6 —r)T[6"D(Z"Z) ' DT|"Y(D§ —r)
q

F” — ( > F(q,n—p—l);l—oz (612)

ot d = (Z7Z)1ZTY est I'estimateur des moindres carrés du vecteur des paramétres et 672 est

I'estimateur de o2 issu de 'estimation du modeéle reparamétré, défini par

1
dQ:

Y — 752
p— 1H |

En utilisant la relation Z = X A~! on peut écrire :
=(Z"2)'Z"Y
— (AT XTXAH ATV XY
= A(XTX) ATAV XY
=AX"X)' XY
— Ap

Par conséquent

1 A 1
6 = ¥~ XA AR = —— ||V — Xp|? = & (6.13)
n—p—1 n—p-—
En utilisant ces expressions ainsi que la relation Z = X A™!, on peut écrire la statistique de Fisher

F" dans le modele reparamétré comme

(DAB —7)T[62DAXTX) YATDT] Y (DAB — )
q

F/I —

En notant que par construction DA = R, on obtient F”/ = F. Autrement dit, qu’on effectue le test
de Fisher dans une paramétrisation ou une autre, on obtiendra la méme décision. Ce test est donc
invariant par rapport au choix de la paramétrisation.

Ce résultat montre également que quitte a effectuer une reparamétrisation, on peut toujours se
ramener a un test de Hy : R8 = r contre Hy : R3 = r dans lequel la matrice R a la forme de la

matrice donnée par le membre de droite de (6.11).

6.1.4.2 Invariance par rapport a des translations

En utilisant le résultat d’invariance par rapport & des reparamétrisation, on montre a présent
qu’on peut se limiter & des problémes de test de type (6.1) dans lesquels le vecteur r est nul.

Puisque le MRLSG peut étre défini indifféremment par C,N ou par C,N” et que le test de
Fisher est invariant par rapport a la reparamétrisation conduisant a C,N”, on choisit cette derniere
caractérisation du modele, dans lequel on teste Hy : D6 = r contre Hi : D§ # r, ou D est la
matrice définie par (6.11). En particulier, dans un tel contexte, la relation entre les variables s’écrit
Y = Z§ + ¢ et la statistique de Fisher est dans ce cas F"”, donnée par (6.12).
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Considérons v un vecteur quelconque de L(Z.9,Z.1,...,Z.p), c'est un dire un élément de R”
pouvant s’écrire v = Zc¢ pour un ¢ dans RPT!. Le modele est invariant si on translate le vecteur
Y au moyen de v. En effet, la condition C,N” et les résultats sur les vecteurs aléatoires gaussiens
(voir la section 9.1.2) impliquent Y +v = Y + Zc ~ N(Z¢,021,) pour un certain ¢ = 6 + c et
un certain o2. Autrement dit, le vecteur translaté Y =Y + v satisfait aussi la condition CpN”. Le
modele étant invariant par rapport a ce type de translation, on peut travailler indifféremment avec
Y ou avec Y. Dans le premier cas, le paramétre est § tandis que dans le second, le paramétre est
¢, avec { = + ¢, et la relation entre les variables dans le second cas est

Y =Z(+e¢ (6.14)

Comme ( = d+c,ona D§ =r <= D( = r+ Dc. Si on choisit de travailler avec la forme
translatée du modele (i.e., avec la variable endogene Y et le vecteur de paramétres ¢ ), le probléme
de test est Hy : D = 7 contre Hy : DC # 7, ou 7 = r 4+ De. Clest bien un probléme de test de la
forme générale (6.1) dans un MRLSG, qu’on peut résoudre au moyen du test de Fisher. Dans ce
contexte, cette statistique est obtenue a partir de 'expression générale (6.3) :

(D¢~ )" [62D(22) D7) (D~ 7)

F= p (6.15)

ou les différents estimateurs sont donnés par les formules usuelles

(=Z"2)'Z"Y

ot Y est le vecteur des valeurs ajustées dans le modele défini par la relation (6.14), i.e., Y = ZCA.

Puisque ce qui précede est vrai pour tout vecteur ¢ € RPHL on peut choisir ce vecteur de maniére
que 7 = 04, de maniere que le probleme de test a résoudre soit Hy D¢ = 04 contre H, : D¢ # 0,.

Il faut pour cela choisir ¢ tel que Dc = —r, et en utilisant la forme particuliere de D, cela revient
a avoir
—r
c= | (6.16)
Opt1—g

Dans ce cas particulier, on obtient 'expression de la statistique de Fisher F & partir de celles de 6
et [Y —Y|% Ona

C=(Z"2)'Z7(Y +Zc)=b+c¢
Par conséquent,

DC—7=D(=D§+ Dec=D§—r

puisque c est choisi de sorte que 7 = 0, et qu’avec un tel choix on a Dc = —r. Par ailleurs,

14

~

Y =2(=25+ Zc

Donc ~
Y —Y|?=||Y + Zc— 26— Zc|? = ||Y — Z§|?
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d’ou on obtient ) .
Y - Y|
n—p—1

Al
20'2

otl 6" est I'estimateur sans de o obtenu dans le modéle défini par C,N” (voir (6.13)). A partir de

ces éléments, la statistique de Fisher F' donnée par (6.15) peut s’exprimer comme :

(D6 —r)T[6"2D(Z7Z)"'D] (Db — 1)
q

F:

On constate alors que la statistique F dans le modéle ol on effectue une translation de Y est
identique & la statistique de Fisher F” obtenue dans le modéle initial (voir I'expression (6.12) pour
F"). Autrement dit, quitte & effectuer une translation de la variable endogéne, on peut toujours se
ramener au cas d’un probléme de test général de type (6.1) dans lequel r est le vecteur nul 0,. Pour
cela, la translation s’effectue au moyen du vecteur Zc ou ¢ est donné par (6.16).

Pour terminer cette section, remarquons qu’étant donnée la forme particuliere de ¢, le vecteur
Zc a 'aide duquel on effectue la translation est —Z'r, ot Z! est la sous-matrice de Z constituée
de ses ¢ premieres colonnes :
z=(242?) (6.17)
ot Z! et Z?% sont de tailles respectives (n,q) et (n,p + 1 — ¢). Comme dans le modele initial la
relation entre les variables est Y = Z§ + ¢, la translation par le vecteur —Z'r qui laisse le modele
invariant peut se voir de la maniere suivante :

Y =Zb+e = Y =26 4+2°P+ec —= Y -ZYr =2Z2Y6' —r)+ Z%6* + ¢

Dans la derniére égalité le membre de gauche est Y et celui de droite peut s’écrire sous la forme
Z(+ ¢ ou

ce qui est bien la relation ( = § + ¢ (voir le partitionnement de 6 donné en (6.10)). En définissant
¢t =061 —r et ¢? = 62, la relation du modele peut s’écrire

Y =28+ 22 4 ¢ (6.18)

Compte tenu de la forme de la matrice D définissant le probleme de test, on voit alors que D =
r << fl=r < (!=0, & D(=0,.

6.1.4.3 Transformation par projection

On va finalement montrer que n’importe quel probleme de test de type (6.1) peut se ramener a
un probléme dans lequel la matrice R est I, et r = 0.

Le probleme & résoudre est toujours celui de tester Hy : RS = r contre Hy : RS # r dans
le modele défini par la condition C,N. Les sections précédentes montrent qu’on peut, de maniere
équivalente, choisir de se placer dans le modele « translaté » défini par la condition CApT\T suivante :

Y ~ ./\/(ZC, Uz[n)



6.1. TESTS D’HYPOTHESES LINEAIRES SUR 151

et tester dans ce modele Hy : D¢ = 04 contre H, : D¢ # 0g- On rappelle que la relation entre le
modele et le probléme de test initiaux, d’une part, et le modele et le probleme de test dans lesquels
on se place, d’autre part, est donnée par

r 5 .
Z:XAil, C= |- , 0=Ap, Y=Y -ZY% e D= (Iq 0q,p+17q )

Le test s’effectue au moyen de la statistique de Fisher F dont l'expression est donnée par (6.15) et
qui dans le contexte étudiée est égale a

61T [5’2D(ZTZ)_1DT} _161

q

F=

(6.19)

<A Y —z{|?
ot 2 = |In_p_41|| ,
les ¢ premiéres lignes de { = (Z72)"'Z7Y.

Dans le modele défini par éva , notons que la relation entre les variables endogéne Y et exogenes

et ot (! = D( est 'estimateur des moindres carrés de ¢!, formé en sélectionnant

Z s'écrit comme en (6.18) et qu’étant donnée la forme de la matrice D qui définit le probleme de
test, ce dernier ne porte que sur un sous-vecteur ¢! de ¢. En examinant la forme de la statistique
de Fisher F, on constate qu'elle dépend des données & travers 6 Let 2. L’idée consiste alors & se
demander si en appliquant le test de Fisher a partir d’'un modele transformé dans lequel ’estimation
de ¢! et o2 coincide avec 6 1 et 62, la décision obtenue reste la méme.

On a vu dans la section 5.5.1.2 qu’en projetant une partie des variables sur un espace généré
par les autres, on obtenait un modele dans lequel 'application de la méthode des moindres carrés
permettait d’obtenir les mémes estimateurs des parametres attachés aux variables projetées et le
méme estimateur de o2 que dans le modele initial. C’est le résultat établi par le théoréme de Frish-
Waugh (théoréme 5.4) et interprété dans la remarque 5.18. En utilisant les résultats de la section
5.5.1.2, on va transformer le modele initial défini par (ﬁ\l de maniére a ne conserver que la partie
01 du vecteur des parametres § concernée par les hypotheéses du probleme de test.

Soit Ly le sev de R™ engendré par les p + 1 — ¢ colonnes de la matrice Z2 et Py, la matrice de

projection orthogonale sur Ly. On procede alors comme dans la section 5.5.1.2 et on écrit a partir
de la relation (6.18) :

(I — PL)¥ = (I — PL) 2+ (I — Pr) 22CP + (I — Pry)e
= (In - PL2)21<1 + (In - PLQ)6

ou la deuxieme égalité utilise le point 2 de la propriété 9.22. En définissant Y, = (I, — Pr,)Y,
Zy= (I, — Pp,)Z', e, = (I, — Pp,)e et v = (!, la relation (6.18) du modele implique que :

Y. = Z.,y +e. (6.20)

Comme le suggere la remarque 5.18, on peut considérer que cette nouvelle relation permet de
définir un modele de régression linéaire dans lequel la variable endogene est Y, et les variables
exogenes sont les colonnes de Z,. Ce modéle n’est pas un modeéle de régression linéaire standard
puisque chacun des termes d’erreurs (qui sont ici les coordonnées du vecteur e, = (I, — Pr,)e) sont
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des combinaisons linéaires des termes d’erreur €1,...,&, du modele initial. Ces nouveaux termes
d’erreur sont donc corrélés entre eux et la matrice des variances-covariances du vecteur e, n’est
pas diagonale. Autrement dit, le modele obtenu & partir de la relation (6.20) ne satisfait pas la

condition C,3.

Cependant, le théoréme 5.4 établit que fl = 4 et 62 = 62 o 4 et 62 sont les estimateurs

obtenus en appliquant les moindres carrés a la relation (6.20), et donc définis par

1
62 = ——— P (621)

avec &, = Y, — Z,4. Autrement dit, bien que le modele défini & partir de la relation (6.20) ne
soit pas un MRLS, il permet d’obtenir & partir des moindres carrés les mémes estimateurs de ¢!
et de 02 que le modele initial défini par la condition C/pVN . Par ailleurs, comme Y, est un vecteur
aléatoire gaussien, ce modele est gaussien. Puisque son vecteur de parameétres coincide avec celui
sur lequel porte le probléeme de test et que ces parametres peuvent s’estimer par moindres carrés,
on peut tenter d’appliquer dans le contexte de ce modele le test de Fisher pour tester I’hypothese
Hg : v =04 contre HY : vy # 04. Puisque v = ¢ 1 ce probleme de test est équivalent au probleme de
départ Hy : (! = 04 contre Hy: ¢+ Og-

Si on veut tester H{ : v = 0,4 contre H{ : v # 04 a I'aide test de Fisher dans le modele défini par
(6.20), on formule les hypotheses a tester sous la forme générale de la section 6.1.1 : Hj : Gy =g
et Hf : Gy # g ou évidemment G = I, et g = 0, et d’apres (6.3), la statistique de Fisher pour ce
probleme de test est

(GY —9)"6:G(2]Z2.)'GT] (G4 — g)

F, =
q
4716227 2) 7N
q
_ {Te(z 27
q

ou la deuxiéme expression utilise les formes particulieres de G et g, et la troisieme les résultats
q= f L et 62 = 62 obtenus précédemment.
Gréace a des résultats sur Uinversion de matrices par blocs (voir ci-dessous), on peut montrer
que
(z]Z)'=D(Z"2)"'D"7 (6.22)

Avec cette égalité, la statistique de Fisher s’écrit

_ CA-IT [&QD(ZTz)leT]flfl
q

F

On constate donc que F, = F, ot F' est la statistique de Fisher (donnée par (6.19)) pour tester
Hy contre Hy. Autrement dit, le test de Fisher effectué dans le contexte du modéle défini par la
relation (6.20) est identique au test de Fisher effectué dans le modele initial.
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On termine cette section en montrant comment on obtient 1’égalité (6.22). Pour cela, on com-

mence par utiliser le partitionnement de Z donné par (6.17), pour écrire

A partir de ces partitionnements de Z7Z et de (Z7Z)~!, on peut montrer que*

—1
(ZTZ)(ZTZ)il =TI _ le — |:Z1TZ1 —ZITZ2(Z2TZ2)71Z2TZ1i|
On constate alors que le membre de droite s’écrit
—1 —1
[Z”(In - ZQ(ZQTZQ)—leT)Zl] - [Z”(In - PLQ)Zl} =(Zlz)7"

par définition de Z, et par idemptotence et symétrie de I,, — Pr,. On peut donc écrire :

On vérifie alors a partir de cette égalité que si D est la matrice définie par (6.11), on a

D(Z"Z) D" =(z]z,)!

6.1.4.4 Utilisation combinée des propriétés de la statistique de Fisher et illustration

numérique

Les propriétés d’invariance du test de Fisher démontrées dans les sections précédentes per-

mettent, & travers des étapes de transformation d’un modele initial, d’écrire le probleme de test

de départ Hy : R3 = r contre Hy : RS # r sous la forme d’un probleme plus simple Hj : v = 04

contre H{ : v # 04, ou 7y est le vecteur des parametres d'un modele de régression. Ces étapes sont

résumeées ci-dessous :

4. Pour cela, réécrit I'égalité (Z7 Z)(Z7 Z)™" = I+1 en exprimant le produit dans son membre de gauche a I'aide
des blocs de (Z' Z) et de (Z' Z)™" donnés ci-dessus. On résout alors 1’égalité en identifiant les blocs de ce produit

avec les blocs correspondant de la matrice Ipy1.
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Modele initial : Modele Probléme de test
Y =XB+¢ Hy:RB=r, H : RB#r
e~ N(0,0%1,)

R
Reparamétrisation : on définit Z = XA et 6 = AB avec A = Q
Etape 1 :  Modele Probleme de test
Y =26+e=271"+2%%+¢ HY:D§=r, H' : D #r
e~ N(0,0%1,) ou D = (Iq | Ogpr1— >

Translation : On translate Y par le vecteur —Zr pour former Y =Y — Zlr

Etape 2 :  Modéle Probléme de test
Y =ZY(6" —r) + Z%6% + ¢ Hy: D¢ =0, Hy:DC#0,
— ZICI—FZQCQ—F&“
e~ N(0,0%1,)

Projection :  On utilise les restes de la projection orthogonale des variables sur Ls :
Y,=(I-P.,)Y et Z, = (I — P,)Z"

Pour appliquer les propriétés du test de Fisher ainsi résumées, supposons qu’on dispose d’un
programme informatique a qui on fournit en entrée les observations des variables ainsi que la
matrice R et le vecteur r, et qui en retour affiche la valeur de la statistique F' pour tester, a partir
des observations fournies, Hy contre Hi, ou les hypotheses sont définies par R et r (voir (6.1)).
Plus précisément, on dispose dans un langage informatique d’une fonction appelée FISHER qui agit

de la maniere suivante :
FISHER

(Y,X,R,r) —— F
ou comme d’habitude, Y est le vecteur des observations de la variable endogene et X la matrice des
observations des variables exogenes, et F' est la statistique de Fisher définie par (6.3). La fonction
FISHER doit notamment calculer l'estimation des moindres carrés (X' X)"!XTY du parameétre
de la relation entre les variables endogene et exogenes, ainsi que l'estimation de la variance de
mHY — X(XTX)"'X7Y||2. Notons que pour cette derniere, la fonction
FISHER doit aussi extraire les dimensions n et (p+1) de la matrice X. Finalement, afin de déterminer

la variable endogene

le dénominateur de la statistique F' dans son expression (6.3), cette fonction doit aussi extraire la
dimension ¢ du vecteur r.

Dans le modele initial, les données sont dans Y et X, et la matrice R et le vecteur r définissent
le probléme de test. La valeur de F' est donc retournée par FISHER(Y , X, R, 7).
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Pour obtenir la statistique de Fisher dans le modeéle reparamétré de 1’étape 1, on transforme
les variables exogenes au moyen de la matrice A pour former la matrice Z des observations des
variables exogénes transformées au moyen de la relation Z = X A~!, la matrice A étant construite
comme dans la section 5.5.2. Autrement dit, il faut trouver @) tel que
R
Q

est inversible. Une maniére de former une telle matrice () consiste a choisir ses lignes comme

A:

des vecteurs d’'une base du noyau de R. En tant que vecteurs d’une base, ces lignes de ) seront
linéairement indépendantes. En tant que vecteurs appartenant au noyau de R, ces lignes seront
orthogonales a celles de R. Par conséquent, la famille des vecteurs lignes de R et de @ est libre.
Donc la matrice A formée en empilant les lignes de R et de @ est inversible. Dans le modéle
reparamétré, le probléme de test est défini par la matrice D et le vecteur r. Par conséquent, la
valeur de la statistique de Fisher F” sera retournée par FISHER(Y , XA~ D7)

Si on souhaite effectuer le test dans le modele de ’étape 2, il faut translater le vecteur Y au
moyen du vecteur —Z'r, ott Z! est la sous-matrice de Z, constituée de ses ¢ premiéres colonnes.
Notons que Z! = ZDT = XA 'D". Donc Y =Y — XA 'D7r. Par ailleurs, dans ce modéle
translaté, le probleme de test est défini par la matrice D et le vecteur 0,. Donc la valeur de la
statistique de Fisher F' sera retournée par FISHER(Y — XA~ 'D"r, XA, D,0,).

Finalement, dans ’étape 3, il faut utiliser la différence entre les observations de chaque variable
et leurs projections orthogonales sur I'espace engendré par les colonnes de Z2. Ces colonnes sont les
p-+1—q colonnes de Z = X A~!, qu’il faut donc extraire pour former My, = I, —Z2(Z2T ZQ)_lZ2T
puis former les nouvelles observations des variables endogene translatée et exogenes. On aura donc

Y, =M.,Y =M(Y — XA D7) et Zy =My, Z' = MyXA'DT

Dans ce modéle projeté, le probleme de test est défini par le matrice I, et le vecteur 0y et il faudrait
donc calculer la statistique de Fisher F, en appelant

FISHER(My(Y — XA™'D"r), Mo XA™'D" 1,,0,)

Cependant, comme on ’a noté ci-dessus, la fonction FISHER calcule 'estimation de la variance de la
variable endogéne en utilisant les dimensions (nombre de lignes, nombre de colonnes) de la matrice
contenant les observations des variables exogénes au moyen de la formule

carré de la norme du vecteur des résidus

nombre de lignes — nombre de colonnes

Dans le modele projeté, cette matrice est celle qui est fournie en deuxiéme argument de la fonction
FISHER. Elle est donc égale & Z, = M XA~ 1 D7 et ses dimensions sont (n,q). Par conséquent, la
fonction FISHER estimera la variance de la variable endogéne en divisant la somme des carrés des
résidus par n — ¢. Or comme le montre P'estimateur de cette variance (6.21), le dénominateur doit

étre n — p — 1. Par conséquent, si on veut calculer dans ce contexte la statistique de Fisher F, au

n—p—1

moyen de la fonction FISHER, il faut appliquer le facteur correctif o

~n—p+1
=y

F, FISHER(M»(Y — XA~ 'D7r), MyXA™'D",1,,0,)
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6.1.5 Autres expressions de la statistique de Fisher et interprétations du test

Dans la section 5.5.2, on a montré comment obtenir un estimateur de S lorsqu’on imposait les
contraintes qui définissent Hy dans le probleme de test initial défini par (6.1). Il est donc naturel
de chercher a utiliser ce type d’estimation pour construire un test de Hy contre Hi. On va voir
qu'une démarche de ce genre permet d’aboutir au test de Fisher sous une forme alternative, et d’en

obtenir une autre interprétation.

6.1.5.1 Expression fondée sur la distance entre les estimateurs contraint * et non

A

contraint [

Dans la section 5.5.2 on a montré comment obtenir un estimateur de [ lorsque ce vecteur de
parametres était contraint par I’égalité R3 = r. Une maniere de construire un test de Hg contre H;
consiste a examiner si I’estimation obtenue en imposant cette contrainte differe beaucoup de celle ou
aucune contrainte n’est imposée. Si la contrainte est vraie, alors ’estimateur non contraint B devrait
satisfaire approximativement cette contrainte (i.e., RB devrait étre proche de r). Par conséquent,
puisque de son coté l'estimateur contraint S* satisfait également la contrainte (par construction),
on devrait dans ce cas noter peu de différence entre ’estimation non contrainte donnée par 5’ et
Pestimation contrainte donnée par 5*. Autrement dit, si la contrainte est satisfaite (i.e., si Hy est
vraie), 'imposer ou ne pas I'imposer lors de l'estimation de 8 ne devrait pas changer grand chose
a l'estimation obtenue.

Un critére pour décider si Hy est vraie (la contrainte RS = r est satisfaite) ou pas peut donc
étre construit a partir de la différence B — 5’* : compte-tenu de ce qui vient d’étre noté, observer
une différence B — B* trop importante est peu vraisemblable si Hy est vraie, et donc en pareil cas
on rejettera Hy et on décidera H;.

Formellement, pour mesurer la différence entre 3 et £*, on peut utiliser n’importe quelle mesure
de distance entre ces deux vecteurs.” Le principe du test consiste donc & rejeter Hy si la distance
entre ces vecteurs dépasse un certain seuil.

On rappelle la relation (5.41) qui établit le lien entre 'estimateur contraint 8* de § et 'estima-
teur non contraint ﬁ :

B =4 (X"X)'RT[R(X"X)'R"] T (RA — 1) (6.23)
On en déduit facilement que
(B=B)(XTX)(B—p") = (RB—7)"[R(X"X)"'RT] " (RB—7)
On constate alors que la statistique F' donnée par (6.3) s’écrit

F= (-5 (XX)(B- ") x = (6.24)

5. La norme de la différence ||3 - B*H est une possibilité, mais ce n’est pas la seule. On peut vérifier que pour
toute matrice M de rang (p+ 1), la fonction qui associe & 2 vecteurs u1 et uz le nombre | M (u1 — u2)|| est également
une distance : cette fonction est non-négative, nulle si et seulement si u1 = w2, elle est symétrique et vérifie I'inégalité
triangulaire.
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Cette expression de la statistique du test de Fisher permet donc de lui associer l'interprétation

donnée au début de cette section. En effet, on voit que la statistique s’écrit F = || M (3 — 8*)||? avec

M = ﬁX , et apparait donc comme une mesure de la distance entre /3’ et 5*. Le test de Fisher,
qui conduit au rejet de Hy si on observe que F' dépasse un certain quantile, correspond bien a la
forme recherchée ici : on décide de rejeter Hy si la distance entre les estimations contrainte et non

contrainte dépasse un certain seuil.

6.1.5.2 Expression fondée sur la distance entre les valeurs ajustées issues de 1’esti-
mation contrainte et de ’estimation non-contrainte

Notons que la statistique F' exprimé sous la forme (6.24) est proportionnelle a
(B=8T(XTX)(B - 57) = 1X3 - X67|I° (6.25)

qui est (le carré de) la distance entre les vecteurs X B et XB*. Le premier de ces vecteurs est
évidemment le vecteur des valeurs ajustées issues de I'estimation non contrainte de 5. Puisque *
est lestimateur de 8 lorsque la contrainte est imposée, on peut considérer le second vecteur X 5*
comme |’estimation de X 3 lorsqu’on suppose que la contrainte est vraie. Le vecteur X 8* peut donc
s'interpréter comme le vecteur des valeurs ajustées issues de l'estimation contrainte. Avec cette
interprétation, on peut voir le test de Fisher comme basé sur un principe de comparaison entre
les valeurs ajustées obtenues avec et sans la contrainte. Si la contrainte est vraie, c’est a dire si 3
satisfait ['égalité RS = r, alors le fait de ne pas imposer cette contrainte, naturellement satisfaite,
lors de l'estimation, ou bien l'imposer explicitement ne devrait pas avoir beaucoup d’impact sur
I'estimation obtenue. Autrement dit, si la contrainte est vraie, on peut s’attendre a ce que les
valeurs ajustées contraintes et non contraintes soient proches I'une de I’autre. Sur un tel principe,
on devrait donc mesurer la distance entre les deux vecteurs de valeurs ajustées X B et X%, puis
décider que H; est vraie dés que cette distance est trop importante. Avec I’égalité (6.25), on voit a

partir de I'expression de F' donnée par (6.24) qu’on a

1 A
X - xg P

F:

et donc que F' est d’autant plus grande que la distance entre les valeurs ajustées est importante.
Le principe qui vient d’étre avancé doit alors conduire a décider Hj si la valeur observée de F' est
trop grande, ce qui est exactement ce a quoi conduit le test de Fisher.

6.1.5.3 Expression fondée sur la distance entre les résidus des estimation contrainte
et non contrainte

Au lieu, comme on vient de le faire, de raisonner sur les vecteurs des valeurs ajustées X 5’ et
X *, on peut raisonner sur les vecteurs de résidus de ’estimation contrainte et non contrainte.
Ces vecteurs sont respectivement €* =Y — X3* et évidemment é =Y — X 5’ Le raisonnement est
exactement le méme que dans le paragraphe précédent : si la contrainte RS = r est vraie, alors
imposer explicitement la contrainte ou ne pas 'imposer ne doit pas beaucoup modifier ’estimation
obtenue. Dans un tel cas, les vecteurs des résidus obtenus dans chacun des deux cas doivent étre
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proche I'un de 'autre. Si on observe que cela se produit, alors on décide que la contrainte n’est pas
vraie et on décide H;. Le test sera donc fondé sur la distance entre €* et €, qu’on peut mesurer par
le* —&]>.

Pour montrer que le test F' est basé sur ce principe, notons que d’apres (6.23) et la définition

de €*, on a

F =Y - XA+ X(X"X)'RT[RX"X)'RT] (RB — 1)
=+ X(X"X)'RT[RXTX)'RT] N (RB - 1) (6.26)

Donc e* — £ = X(XTX)"'RT[R(XTX)"'RT] " (RB —r) et

le* = &l* = (" = &) ("~ &)
"R

[ RT]*IR(XTX)—IXTX(XTX)—lRT [R(XTX)_lRT]il(R,@ . 7“)
T[R

= (BB =)' [R(XTX)™!
= (RB—r)T[RX"X)"'RT] " (RB - 1)
On voit alors d’apres (6.24) que F s’écrit

F:

E* 2 2
e el
F est donc d’autant plus grande que la distance entre les vecteurs de résidus est importante. Le
test de Fisher peut donc bien s’interpréter comme étant basé sur le principe décrit ci-dessus.

On peut noter ici que comme X "é = 0,41 (voir la remarque 5.14 et propriété juste apres), on
déduit de (6.26) que £€"e* = £7é. Par conséquent

6" — 2= (" —8)T(e* —8) =" " +6Te—28Te* =* ¥ —&Ta = ||| — ||4])2

2:

Par ailleurs, par définition on a & ﬁHé 2. On peut donc écrire

_n—p—1 [l - )

F -
q €112

6.1.5.4 Expression fondée sur la longueur du vecteur des multiplicateurs de Lagrange
de l’estimation contrainte

Pour donner une derniére interprétation du test de Fisher, on utilise toujours le principe que
lorsque Hj est vraie, i.e., la contrainte RS = r est satisfaite, alors I'imposition explicite de cette
contrainte dans l’estimation de (8 ne devrait pas avoir beaucoup d’impact, relativement a l’esti-
mation non contrainte. D’apres la section 5.5.2, I'impact, ou le « poids », de la contrainte dans
I’estimation contrainte peut se mesurer au moyen de \*, le vecteur des multiplicateurs de Lagrange

1,--+, Ay associés aux ¢ contraintes exprimées par I'égalité RS = r. Si Hy est vraie, alors la
contrainte ne devrait pas impacter I’estimation et les multiplicateurs devraient étre proches de 0,
ou encore, le vecteur \* devrait étre proche de 04, le vecteur nul de RY.

On note que pour toute matrice M de dimensions (g,q) inversible, \* = 0, si et seulement si
MMX\* = 04. Par conséquent, dire que A* est proche de 0, revient a dire que le vecteur MA* est
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proche de 0. Cette proximité peut se mesurer au moyen de || M\*||?. Comme R(XTX) 'R" est une
matrice symétrique et définie positive (puisque R est supposé de rang ¢ et X de rang p + 1), on
peut toujours trouver une matrice M telle que

M™M=

pps R(X"X)'RT

Avec une telle matrice, en utilisant 'expression (5.40) obtenue pour A\*, on constate que

M2 = A" MTMA*
_ !%(RB — )T [R(XTX) 'R ' R(XTX)'RT[R(X"X)"'RT] " (RB —r)
qo

=F

Ceci établit que la statistique de Fisher est une mesure de la distance entre le vecteur A\* et 0y :
F est d’autant plus grande que cette distance est grande. Par conséquent, le test de Fisher peut
effectivement s’interpréter comme basé sur un principe qui consiste a décider que Hy est fausse si
on constate que le poids des contraintes dans ’estimation contrainte est trop important.

6.2 Régions de confiance pour [

On aborde a présent la question de la construction de régions de confiance pour le vecteur des
parametres 3. Le probléme et la démarches sont exposés dans un cadre général a la section 10.3.3.

Ici, le contexte est le méme que pour celui des tests d’hypotheéses : on se place dans le cadre du
modele de régression linéaire standard gaussien. L’introduction de I’hypothese de normalité pour
la loi du vecteur Y (ou du vecteur des termes d’erreur) est un moyen qui permet de répondre a
nécessité d’évaluer la probabilité que la région recherchée contienne la vraie valeur du vecteur des
parameétres 3. Dans un tel contexte, on commence par chercher une région %, de RPT! construite
a partir des observations des variables du modeéle, et telle que pour un « €0, 1] fixé

Ps(B€%)>1—a,  V3eRPH (6.27)

ou la notation Pg indique que la probabilité est calculée pour une valeur donnée du vecteur de
parametres 8. En effet, %, étant une fonction de Y, la probabilité de I’événement 5 € %, s’obtient
a partir de la loi de Y. La condition C,N montre explicitement que cette loi dépend de 3. Par
conséquent la probabilité de I’événement 5 € %,, dépendra de la valeur de [ utilisée pour former la

loi de Y. La région %,, est appelée région de confiance de niveau 1 — o pour f.

Comme mentionné a la section 10.3.3, une condition telle que (6.27) ne permet pas de déterminer
une unique région %,. Deux régions satisfaisant cette condition sont comparées au moyen d’un
critere de précision, introduit par la définition 10.2. La précision d’une région de confiance est
semblable au risque de type 2 d’un test. En effet, une région est d’autant plus précise que la
probabilité qu’elle contienne une mauvaise valeur du parametre est faible. Par comparaison, le
risque de type 2 est une probabilité de choisir la mauvaise hypothése. Grace a la dualité existant
entre tests et régions de confiance établie par le théoreme 10.2, cette analogie entre précision d’une
région de confiance et risque de type 2 d’un test est formalisée par le corollaire 10.1. Ce résultat
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établit que rechercher la région de confiance de niveau 1 — « pour § la plus précise revient a
rechercher le test de niveau « le plus puissant pour tester I’hypothése 8 = b contre 'hypothese
B # b, ou b est un vecteur quelconque de RPTL,

L’égalité B = b s’écrit RS = r avec R = I,11 et r = b. D’apres les résultats de la section 6.1 le
test de niveau o le plus puissant est le test de Fisher.® Par conséquent, la région de confiance €,
associée a ce test est la région de confiance de niveau 1 — « pour § la plus précise. Pour expliciter
%n, on utilise le théoréme 10.2, qui permet de construire une région de confiance a partir d’une
famille de tests.

Ici pour expliciter la famille de tests, on commence par construire une famille de problemes de
tests, chacun étant défini par un couple d’hypotheses portant sur le vecteurs des parametres 5. Ces
problémes seront indexés par b € RPT! : pour chaque b, on définit les hypotheéses Hy(b) : B = b et
H(b) : B # b qui définissent un probleme de test. En utilisant les résultats de la section 6.1, le test
de Fisher pour tester Hy(b) contre Hi(b) au niveau « s’effectue en utilisant la statistique de Fisher
qu’on notera ici F'(b). En utilisant (6.3) avec R = I,,41 et r = b, on obtient

Fb)==(8-)T[6*(X X)"] (3~ b)

=—(B-b)"(X"X)(B-b)

On décide donc que Hy(b) est vraie au niveau « si I'évenement F'(b) < F{ 1_q se réalise.

¢,n—p—1)
En faisant ceci pour chaque b € RPT!, donc pour chaque probleme de test de la famille considérée,
on peut construire la famille de tests de Fisher de niveau a, indexée par b et notée {¢y, | b € RPH1},
ott p = 081 F'(b) < Flgn—p—1);1—a €t ¢p = 1 sinon.
En utilisant le théoreme 10.2, on peut alors associer une région de confiance de niveau 1 — «a a
cette famille de tests. Cette région est 4, = {b € RPT! | ¢, = 0}. Puisque ¢, = 0 <= F(b) <

Flgn—p-1)1-a 00 2

“n=1{b€ RPH! | F(b) < F(q,n—p—l);l—a}

Si on utilise I'expression de F'(b), on peut aussi écrire
1 54 .
= (bR 5 (BT (XTX)(B = 1) < Flyop o)

Grace aux résultats de la section 6.1 et au théoreme 10.2, la méme démarche peut étre suivie
pour obtenir une région de confiance pour n’importe quel ensemble de g combinaisons linéaires des
parametres f, . .., Bp. Plus précisément, au lieu de s’intéresser aux coordonnées de /3, on s’intéresse
a g parametres 0y, . . ., 04, chacun étant défini comme une combinaison linéaire donnée de Sy, ..., 3,.

6. C’est le test le plus puissant parmi ceux qui restent invariants par rapport & certaines transformations des
variables.
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Autrement dit les parametres d’intérét sont définis par

01 = RioBo + -+ + Ripfyp
02 = RoofBo + - - + Rapfyp

0g = Reofo + -+ + Rgp3p

ou les Ry sont des nombres connus. On souhaite a présent construire une région de confiance au
niveau 1 — « pour le vecteur de parametres §, ou

01
5= 5?

9
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Chapitre 7

Propriétés asymptotiques des
moindres carrés

7.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, on a obtenu les propriétés de 5’ sous les seules conditions C,1 a
C,3. Notamment, ces conditions suffisent & montrer que /3 est Destimateur linéaire sans biais le plus
précis. En ce qui concerne les tests, on a eu besoin de rajouter la condition de normalité du vecteur
Y afin de pouvoir évaluer les risques liés aux tests, et choisir des tests optimaux. Dans ce cas, il
faut noter que les risques des tests sont connus de maniére exacte. De méme, lors de la construction
de région de confiance, la probabilité pour que la région obtenue contienne la valeur (inconnue) de
B est parfaitement connue (égale au niveau de confiance voulu).

La condition de normalité de Y n’est pas toujours réaliste. Dans de telles situations, on peut
éventuellement spécifier une autre loi pour Y et essayer d’obtenir des tests optimaux pour les
problemes de test considérés.

Une autre maniere de procéder trés utilisée consiste a ne pas spécifier de loi particuliere pour Y,
mais a imposer des conditions sur cette loi, ainsi que sur le comportement des variables exogénes,
telles qu’il soit possible, lorsque la taille de ’échantillon tend vers l'infini, d’établir les lois limite
de certaines statistiques. Ces lois limite sont appelées lois asymptotiques et 'approche reposant sur
I'utilisation de ces loi est dite asymptotique.

Ainsi, si aucun type particulier de loi pour Y (par exemple une loi normale) n’est spécifié a
I'avance, les lois des statistiques servant a la construction de tests et régions de confiance sont en
général inconnues. Par conséquent, il est en général impossible de calculer les probabilités interve-
nant dans la construction d’un test (probabilité d’erreur de type 1) ou d’une région de confiance
(probabilité que la région contienne la valeur du parameétre). Autrement dit, il est dans ce cas
impossible de construire un test ou une région de confiance ayant le niveau (de risque de type 1 ou
de confiance) voulu.

Cependant, lorsque la taille de I’échantillon disponible est suffisamment grande et que le modele
satisfait certaines conditions, on peut montrer que des statistiques permettant la construction
de tests et de régions de confiance ont des lois asymptotiques connues. Dans ce cas, on peut

163
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considérer que les probabilités calculées a partir de ces lois limite sont de bonnes approximations
des probabilités qu’on pourrait calculer si on connaissait la véritable loi des statistiques utilisées.
Des lors, les contraintes de niveau imposées lors de la construction d’un test ou d’une région de
confiance sont introduites sur les lois asymptotiques. Par exemple, si on souhaite tester ’hypothese
Hy : RS = r au niveau « en utilisant ’approche décrite a la section 6.1, la contrainte de niveau
impose qu’on doit avoir Py, (F > s) < «, et le choix d'un test de plus forte puissance conduit
a choisir s = Fj,—p—1;1—a lorsqu’on suppose que Y est un vecteur gaussien. Si on leve cette
supposition, la probabilité P, (F' > s) est en général inconnue, mais sous des conditions adéquates,
on peut montrer que la statistique F' possede une loi limite lorsque Hy est vraie : la probabilité
P, (F > s) converge vers 1 — G (s) lorsque Hy est supposée vraie, ou G, désigne la fonction de
répartition de la loi asymptotique de F'. Dans ce cas, I'approche asymptotique du test consiste a
écrire la contrainte de niveau en utilisant non pas la loi inconnue de F', mais sa loi asymptotique.
Ainsi, au lieu de chercher s en imposant Py, (F > s) < a, on imposera 1 — G (s) < a. L’idée est
évidemment que, pourvu que n soit grand, Py, (F > s) et 1 — G (s) sont proches I'un de 'autre, et
que par conséquent on peut penser qu’en imposant 1 — G (s) < « on aura aussi Py, (F > s) < a.
Cette derniere inégalité est évidemment celle qu’on souhaite avoir pour que le test soit de niveau
.

Dans les sections suivantes, on commence par obtenir des distributions asymptotiques permet-
tant d’approximer celles de 5’ et de . On explicite ensuite la maniere d’utiliser ces approximations
afin de construire des tests et des régions de confiance pour j.

Les résultats de convergence présentés ci-dessous s’obtiennent lorsque n — oo. On étudie alors
le comportement limite de suites indexées par la taille de I’échantillon et on devrait faire apparaitre
cette indexation dans la notation. Ainsi on devrait noter Y,,, X,, B, = (X, X,) 1 X, Y, etc, les
vecteurs et matrices formés lorsque la taille de 1’échantillon est n. Cependant, afin d’alléger la
notation, on s’abstient d’expliciter cette indexation ; il faudra cependant la garder a l’esprit pour
bien interpréter les résultats et les conditions sous lesquelles on les obtient.

7.2 Propriétés asymptotiques de B

7.2.1 Convergence de B

Dans cette section, on étudie les conditions sous lesquelles la suite des estimateurs de 8 obtenus

pour des tailles d’échantillon de plus en plus grandes converge vers la valeur du parametre.

Intuitivement, on peut faire le raisonnement suivant. L’espérance de ﬁk est 0. De maniere
générale, la variance mesure la variabilité d’une v.a. autour de son espérance. Donc si on arrive
a établir que la variance de B converge vers 0 lorsque n — oo, alors on sera amené a dire que
lorsque la taille de ’échantillon est trés grande, Bk ne varie presque pas autour de ;. Et a la limite
(n =), B, ne varie plus du tout autour de By, i.e. B = Bg.

En formalisant un peu ce raisonnement, on voudrait montrer que la limite de V(3;) = E((Bx —
Br)?) est 0. On peut exprimer cette variance a I'aide de 3 — B3 puisque By — B) = ag([g’ — ) ou ay
est le vecteur de RP*! dont la (k + 1)° coordonnée est 1 est les p autres sont 0. On a alors

E((Bk — Br)%) = Eaf (6 — )7 (8 — Bar) = afE(I15 — B]1*)ax
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Donc une condition suffisante pour que Yk = 0...,p, V(Bk) — 0 lorsque n — oo, est que E(HB —
Bl12) = 0, n — co. Clest une condition également suffisante pour que V(a™3) converge vers 0 pour
tout vecteur a de RP*!, Autrement dit lorsque n — oo, si E(||3 — 8||2) — 0, alors la variance de
toute combinaison linéaire de /3’0, . ,ﬁp converge vers 0.

Le mode de convergence utilisé ici est la convergence en moyenne quadratique. On rappelle
qu'une suite {Z,} de variables aléatoires converge en moyenne quadratique vers z € R lorsque
E((Z, — 2)?) converge vers 0. La discussion ci-dessus montre donc que si E(||3 — 8]|2) — 0, alors

Tﬁ converge en moyenne quadratique vers a3, pour tout a € RP*!: en particulier 'estimateur
B de Chaque parametre [ converge vers [ en moyenne quadrathue Dans un tel cas, on dit que
le vecteur 3 lui-méme converge en moyenne quadratique vers [5’

Le résultat ci-dessous donne une condition suffisante pour que E(||3 — 3]|2) — 0.

Propriété 7.1 Si lorsque n — oo, (XTX)™1 = 0 alors BE(||3 — B||2) = 0 et donc 3 converge en
moyenne quadratique vers [3.

Prewve : Notons que ||3—B]|> = (B— )T (3—B) = trace((3—B)" (B—B)) = trace((3—B)(B—B)").

Donc
E(|3 — BII*) = E(trace((8 — /(3 - 5)"))

= trace(E((B - B8)(B—5)7)

— trace(V(5))

=0 trace((XTX H

=0’ Z Gi

k=0

ou (p,...,Cp sont les p + 1 valeurs propres de (XX )~ Comme cette matrice est défi-
nie positive, ses valeurs propres sont toutes strictement positives. Remarquons alors que la
condition (X' X)~1 (XTX)7| = max{o, ..., ¢} — 0 ou encore a ; — 0,
k=0,...,p. On a alors lorsque n — 0o

p
E(IB-8I°) =20 <= > (=0 = [[(XX) =0 = X'X)"'=0
k=0

Remarque 7.1

1. La convergence en moyenne quadratique 1mphque la convergence en probabilité. Donc la
condition (X7 X)~! — 0 implique aussi que [5’ converge en probabilité vers f3.

2. Dans de nombreux ouvrages d’économétrie, on établit cette convergence sous la condition
que %X TX — @ ou Q est une matrice définie positive. Cette condition est plus forte que la
condition (X7 X)~! — 0 de la propriété 7.1 et n’est utilisée que pour obtenir une convergence
en probabilité, plus faible que celle de la propriété 7.1 (qui établit une convergence en moyenne
quadratique).
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Montrons d’abord que la condition %XTX — @ avec @ définie positive implique (XTX)™! —
0. Pour cela, on note que pour n suffisamment grand, %X T X doit étre inversible puisqu’elle
converge vers une matrice inversible. Par ailleurs, d’aprés le théoreme 9.1, on doit avoir
(%XTX)i1 — Q71 et donc n||(XTX)7| — ||Q!||. Pour que cette convergence ait lieu, il
est nécessaire que [|(XTX)7!|| — 0.

On voit ensuite que la condition usuelle %X TX — @ peut étre trop forte puisqu’il suffit

d’avoir %X TX — @ pour un § > 0. En effet, le méme raisonnement qu’au-dessus montre
que si %XTX — @, alors n° [ (XTX) Y| = [|Q Y|, ce qui implique |[|(XTX)~!|| — 0.

7.2.2 Normalité asymtptotique de B

On s’intéresse a présent a des conditions qui établissent une loi limite pour une certaine fonction
de 3. On rappelle le résultat classique en probabilité/statistique appelé théoréme « central limit ».
Dans sa version la plus simple, ce théoréeme établit que la moyenne arithmétique de n variables
aléatoires indépendantes, identiquement distribuées, dont la variance (commune) existe, converge
en loi apres centrage et réduction vers une variable aléatoire normale centrée réduite, lorsque n —
0. Plus formellement lorsque n — oo, V(X) /2[X — E(X)] — Z en loi, ot Z ~ N(0,1) et
X = 3", X;/n. En notant u l'espérance commune des variables aléatoires X1, Xo,..., on peut
aussi écrire V(X)) V2(X — p) — Z.

On souhaite ici établir un résultat semblable pour la suite des estimateurs des moindres carrés.
Pour cela, il faut noter plusieurs caractéristiques du contexte dans lequel on se place, qui nous
conduiront a choisir une version adéquate du théreme « central limit », dont la version la plus
simple évoquée ci-dessus n’est pas adaptée a l'objectif visé.

Premiérement, puisqu’on s’intéresse a une suite de vecteurs aléatoires, il faut une définition de
la convergence en loi pour de telles suites. On ne donne pas une telle définition, mais on utilise un
résultat qui caractérise cette convergence.

Deuxiemement, on verra que 3 apparalt comme une somme (et donc comme une moyenne) de
vecteurs aléatoires qui ne sont pas identiquement distribués. Notamment leurs variances ne sont
pas égales. Il faut donc un théoreme « central limit » qui permet cette hétérogénéité.

On présente dans la section suivante les résultats de base sur lesquels on s’appuiera pour obtenir

A

une convergence en loi de S.

7.2.2.1 Convergence en loi de suites aléatoires : résultats de base

Le premier résultat permet de caractériser la convergence en loi pour des suites de vecteurs

aléatoires.

Théoréme 7.1 (Cramér-Wold) Soit {Z,, : n > 1} une suite de vecteurs aléatoires de R?. Cette
suite converge en loi vers le vecteur aléatoire Z de R? si et seulement si pour tout ¢ € R?, la suite
de variables aléatoires {c" Z, : n > 1} converge en loi vers la variable aléatoire ¢" Z.

On constate que grace a ce résultat, 'étude de la convergence en loi de suites de vecteurs aléatoires
se fait en se ramenant au cas univarié.
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Le second résultat permet d’obtenir une convergence en loi de suites aléatoires de lois hétérogenes

(variances non égales par exemple).

Théoréme 7.2 (Lindeberg) Soit {Z;,i = 1,2,...} une suite de variables aléatoires indépen-
dantes, et telles que pour tout i, E(Z;) =0 et V(Z;) existe avec V(Z;) > 0. Alors si la condition

n 72
Zi
Vi >0 ZIE@ Zilsy Vr?) 50, n— oo
=
est satisfaite, Y iy % converge en loi vers N(0,1), ou V.2 =31, V(Z;).

Pour une preuve de ce théoreme, voir 'ouvrage Calcul des probabilités de D. FOATA et A. FUCHS
(page 241 et suivantes, dans ’édition de 1996).

Remarque 7.2 La condition de convergence de la somme des espérances dans le théoreme est

appelée condition de Lindeberg.

V(Z;
Cette condition implique notamment que max;—i . % — 0 lorsque n — oo. En effet, pour
tout n et tout n >0on a "
2 2 2 2 2
2 21,2
pour tout ¢ = 1,...,n. Donc pour tout n et tout n > 0 :

V(Z) = B(Z}) <B(1) 2

>7)ZZ~2)+772V”2 Vi=1,...,n

Vi
et donc
V(Zi) z? 2\ z? 2 _
V2 SE(HV_Z>’7V_,§)+77 SZE@%N?W)_'—?? Vi=1,...,n
=1 n
Par conséquent,
ViZ) _ < i 2
e, S < Y B(lz, ga) 4

Comme ceci est vrai pour tout n, on a

lim max vz, < lim zn:E(]l z; _22) + 1% =n?
n—ooj=1,...,n VnQ ~ n—oo = ‘V—:L‘>n Vn2

ou I’égalité est obtenue en utilisant la condition de Lindeberg. Comme ceci est vrai pour tout n > 0

on a bien

~max V(ZZ)

1
i=1,...,n V112 =0, n—oo (7 )
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Remarque 7.3 Le théoreme 7.2 montre que la condition de Lindeberg est suffisante pour avoir
la convergence en loi de Y.i*y Z;/V,. Elle est également suffisante pour avoir la condition (7.1).
Un résultat dii & FELLER montre que si la suite {Z;,i = 1,2,...} du théoréme 7.2 satisfait la
condition (7.1), alors la condition de Lindeberg est également nécessaire pour la convergence en loi
de 35121 Zi/ V.

Autrement dit, pour toute suite {Z;,7 = 1,2, ...} de variables indépendantes dont les espérances

V(Z;)
V2

sont nulles et les variances existent et telle que max;—1, — 0 lorsque n — oo, les deux

propriétés suivantes sont équivalentes :
1. >, Z;/V, converge en loi vers N(0,1)
2. la suite {Z;,i = 1,2,...} satisfait la condition de Lindeberg

Remarque 7.4 La condition (7.1) signifie que lorsque n est grand, aucun des termes V(Z;) de la
somme V,2 = 3", V(Z;) ne domine cette somme. Lorsque la somme contient un trés grand nombre

de termes (n — o0), alors le poids V‘(/Z;) de chaque terme de cette somme doit étre négligeable (tend

vers 0).

On donne une propriété qui servira de base aux résultats de convergence de 'estimateur des
moindres carrés.

Propriété 7.2 Soit {Z; : i =1,2,...} une suite de variables aléatoires indépendamment et identi-
quement distribuées d’espérance nulle et de variance égale a 1. Soit {~; : i =1,2,...} une suite de
réels tels que pour un certain entier W, vi,...,vs sont non-tous nuls et tels que max;—i . a? —
0, n — oo ot

2
i
n 2 0
=17

a; = t1=1,....netn>mn

Alors Y 1 a; Z; of N(0,1), n — oo.

Avant de donner la preuve de ce résultat, on donne la raison pour laquelle on suppose la présence
d’un tel entier . On voit que si pour un n on a y; = --- = v, = 0, alors aq,...,a, ne sont pas
définis. Supposer qu’il existe 7 pour lequel si n > 7, on peut trouver ¢ € {1,...,n} tel que v; # 0
garanti que la suite {a, : n > T} est bien définie. Donc pour tout n > m, U, = >.i"  a;Z; est
également bien défini ainsi que la suite {U,, : n > m}. Comme on ne s’intéresse qu’a la limite (en
loi) de U, il n’est pas important que cette suite ne possede pas de termes de rang 1,2,...m—1 (on
peut les définir de maniére arbitraire).

Preuve : Commengons par noter que Y i, a? = 1. Posons alors U; = a;Z;. 11 faut montrer la nor-
malité asymptotique de Y ;- ; U;. Pour cela, on applique le théoréme de Lindeberg (théoréme
7.2). On calcule aisément E(U;) = a;E(Z;) = 0 et V(U;) = a?V(Z;) = a?,i = 1,...,n. On
définit V2 = Y7, V(U;) = 3.7, a? = 1. La convergence recherchée aura alors lieu si on peut
montrer que la suite des U; satisfait la condition de Lindeberg. Soit n > 0 un réel fixé et
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définissons d,, = max;—1_. a?. En utilisant I’expression de U;, on a

n

n n
V%Q ; E(]1|Ui\>nVnUi2) = ; G?E(]lang>n2zi2) < ; G?E(]l6nZi2>nQZi2) (7.2)
ou l'inégalité provient de I’équivalence a > b <= 1~ < 1,5, vraie pour tout réels a, b, c.
Comme les Z; sont identiquement distribués, les variables 1 22502 Z?2 le sont également et
toutes les espérances (7.2) sont égales a E(]l5an>n2 Z3%). On peut donc écrire le membre de
droite de I'inégalité (7.2) comme

n

n
> G?E(]15n23>n2 Zzz) =E(Ls, 2252 2%) Y a7 = B(Ls, 25,2 27) = E(Lg2sy2s5, 27)
i—1 i=1

ou la derniere égalité est vraie pour n suffisamment grand (n > 7) afin d’éviter le cas d,, = 0.
Sous la condition de 1'énoncé, on a lim, o 1/0, = +oo et donc lim, ]lZf>n2/5n212 — 0,
presque stirement. Comme par ailleurs ]]'Z12>772/5nZ12 < Z2 pour tout n >, et que E(Z?) = 1,
on peut appliquer le théoreme de convergence dominée :
. 2 . 2
Jim E(Lg2s,2/6,27) = E( lim 1y2.,/5,27) =0
Par conséquent le membre de gauche de (7.2) converge également vers 0 lorsque n — oo.

Comme ceci est vrai pour tout n > 0, la suite {U; : ¢ = 1,2...} satisfait la condition de
Lindeberg. D’apres le théoreme 7.2, on a donc

n
U; i
S =Y aiz, B N(0,1), n-oo

Finalement, on mentionne dans cette section deux propriétés qui seront utiles pour démontrer
I’équivalence entre des résultats de convergence. Elles se démontrent a I’aide de notions et résultats
qui ne sont pas présentés dans ce cours. On peut en trouver une démonstration dans 'ouvrage
Cours de probabilités d’A. MONTFORT.

Propriété 7.3 (Mann-Wald) Si {Z,, : n > 1} est une suite de vecteurs aléatoires de R? qui
converge en loi vers Z, alors pour toute fonction continue f : R? — R™, la suite de vecteurs
aléatoires {f(Z,) : m > 1} converge en loi vers f(Z).

Ce résultat est une version pour la convergence en loi du théoréme de Slutsky.

Propriété 7.4 Si{Z, :n > 1} est une suite de vecteurs aléatoires de RY qui converge en loi vers
Z et si {Ay, :n > 1} est une suite de matrices (non aléatoires) de dimensions (m,q) qui converge
vers A, alors la suite de vecteurs A,Z, converge en loi vers le vecteur AZ.

On notera en particulier que les suites AZ,, et A, Z, ont la méme limite en loi. Par conséquent, si
A, converge vers A, la loi limite de A, Z, peut s’obtenir a partir de celle de AZ,.
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7.2.2.2 Convergence en loi de 5’

On peut maintenant prouver le résultat de convergence en loi de I'estimateur 5’ .
Notons que dans le cas d'un modele de régression linéaire défini par les condition C,1, C,2

et C,3, dans lequel la matrice X ne contient qu'une seule colonne, on peut écrire g — f =

—1
n 2 n
(Zp, x2) S, Xies. Done

N YL 2 n
LXZ(B—@:_

(2 .
A

X; _
1y Z?:l Xi2

ou &; = %Ei. En posant Z; = &; et v; = X, on est dans la condition de la propriété 7.2, dés que
€1,€2 ... forment une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées et
que max;—1,...n (XZQ/ Yo XZQ) converge vers 0 lorsque n — oco. Dans ce cas

\/ Zn:l X22 A loi
—— (B -p8) = N(0,1)

g

n — oo

Le résultat de convergence en loi de I'estimateur des moindres carrés dans le cadre de modele
avec plus d’une variable s’obtient a partir de la propriété 7.2.

Théoréme 7.3 Soit le modéle de régression linéaire défini par les conditions Cpl, C,2 et Cp3. On
suppose que rang(X ) = p+1 et que les conditions suivantes sont également satisfaites :
Cpl. Y; — X/ \B, i = 1,...,n, sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées, pour tout n
C,W. Lorsque n — oo, W'W converge vers une matrice I' définie positive, ou W = XD 1,
et D est la matm’cs diag(|| X.kll,k =0,...,p).

Si de plus maxi—1,. p ”;(—Z:”Q — 0 lorsque n — oo pour tout k =0,...,p, alors

D(B—B) B N(Op1,0 T  n—oo

Preuve : On peut toujours écrire X' X = VAV ou V et A sont respectivement les matrices des
vecteurs et valeurs propres de X "X, les vecteurs propres étant orthonormés (V'V = Ip;1).
Puisque X T X est de rang p + 1, elle est définie positive, et on peut aussi écrire A = AY2A"2
ott A2 = diag(v/ A,k =0,...,p) et o, ... , Ap sont les valeurs propres de X " X. De maniere
analogue, on définira A™"/? = diag(1/v/ X,k =0,...,p).

On note qu’avec les définitions de I'; D et W, on peut écrire
I'=lim WW= lim D'X"XD™! = lim D"'VAV'D™! = lim ATA
n—oo n—oo n—oo n—oo

ot A = A2V T D1, Donc d’aprés les propriétés 7.3 et 7.4, montrer la convergence de I’énoncé
revient a montrer que

ZAD(B ~ 6) 4 NOp1, Tp11) (73)
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En utilisant la définition de A, on obtient AD = A2V et donc (d’aprés C,2 et la définition
de B) :

1 A 1
_AD(ﬁ _ 18) — _AD(XTX) 1XT ADVA 1vTXT _ A1/2vTvA—1vTXT€
g g g
— lA*l/QvTXTE — _Afl/QvTDD—lXTE — _Afl/QvTDwTE
g g g
1

—— WA—l T
- )'e
D’apres le théoreme de Cramér-Wold (théoreme 7.1), montrer la convergence (7.3) revient a
montrer 2c¢"(WA™1)Te 3 lof = N(0,c"¢), pour tout ¢ € RPT! (¢ = 0,41), ou encore (d’apres la
propriété 7.3)
lcT(WA_ )'e loj

o c'e

" N(0,1) (7.4)

On définit le vecteur v = WA~!c € R™. On constate alors que d’apres la définition de A et
de W, on a

ATy =c"ATPVTXTXVA PPe=c" A PVTVAVTVA Pe=c"c

la derniere égalité résultat de 'orthonormalité des vecteurs propres de XX et de ’écriture
de A = A2AY2. Par conséquent,

(WA )Te 1 47 Za*f
cTe oy =

Q|

avec a; = # et & = g;/o, i = 1,...,n. En utilisant la propriété 7.2, pour avoir la
ol

convergence voulue (7.4) il suffit d’avoir max;—; ., a? — 0, n =& oo, ce qu'on montre a
présent.

Pour cela, remarquons que ~; est I’élément de la i€ colonne de v" = c"AVTWT et donc

Y = AV W = ¢Tu;, ot WD est la i® ligne de W (ou encore la i® colonne de W) et

1T , , .
donc u; = A~! W;.. Par conséquent, on peut écrire ~; sous la forme v; = ¢ u; = Zﬁ:o CLUik

et donc en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ! :

72 < ch Zuzk = (c"e)uj u; = (cT)W, (AT A) "W, i=1,...,n
k=0 k=0

2
On en déduit a? = ;/T—Zy = cTc <WI(ATA)"'W,.,i=1,...,n. Dapres les inégalités (9.10),

on a nécessairement W,I (AT A)"1W,. < &W,IW,., i =1,...,n, ot £ est la plus grande des
valeurs propres de (AT A)~!. Donc

a2 <EW, Wi, i=1,...,n (7.5)

1. L’inégalité de Cauchy-Schwarz établit que |(u,v)| < ||u|| HUH ol u et v sont deux vecteurs d’un méme e.v. et

Jlull* =

(u,u). Elle est équivalente aux deux inégalités 0 < || = Tl £ o1 =201+ Hhﬁ’ﬁ)z“ ), qu’on vérifie aisément.
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Comme W = XD~!, on doit avoir W,I = XD~ = ( Xio - X ... _Zip ), i=1,...,n,et

, 1 X-oll [IXall Xl
X: .
T — P _ ) No : 4
donc W, Wi. =37 ”TZEH—Q, i=1,...,n. D’apres ceci et (7.5) , on peut alors écrire
2

< .
e a? <&  max Z (7.6)

<&
HX H2 Z Lo X kHZ

Comme I' = lim,, oo AT A avec T inversible, on doit avoir I'™! = lim,, ,o(ATA)~! (lin-
version d’une matrice est une application continue, voir théoréeme 9.1). Donc lim,, . £* est
la plus grande valeur propre de I'"!. Comme cette matrice est définie positive, cette va-
leur propre est strictement positive. Par ailleurs, comme on a supposé que lorsque n — oo,
max;—1,.. ”X ”2 — 0 pour tout k =0,...,p, le membre de droite de (7.6) converge vers 0,
ce qui est bien la condition recherchée. |

Remarque 7.5 La condition C,W requiert que D7 'XTXD! converge vers une matrice définie
positive lorsque n — oo. D’aprés la définition de D, il est facile de voir que la (k,[)¢ entrée

de DTIXTXD™1 est 30, ”X—X;ﬁ%)%—” Cette matrice contient donc des termes semblables a des

corrélations linéaires empiriques entre les variables explicatives du modele.
”;( Z 0 pour tout £k =0,...,p, elle établit
que pour chaque variable explicative, aucun indiv1du ne domine le vecteur des observations de cette

Quant a la condition supplémentaire max;—_p, .

variable lorsque n est grand, dans le sens ou la contribution maximum d’un individu & la norme de
ce vecteur doit étre arbitrairement petite lorsque n — oo. R]

Remarque 7.6 La convergence du théoreme 7.3 s’énonce de maniére équivalente par A2 (,8 B) = lof

N(0py1, IpH) (voir (7.3)). Cette formulation presente un intérét particulier. En effet, notons que
AD _ A /2\/

et donc la convergence peut aussi s’écrire & VT ([5’ B8) = lof N(0py1, Ipt1). Remarquons
que pour tout n, V(3 — 8) = V(B) = 02(X" X)~!. Donc

V(F)t = VAV2A2VT <A1/2VT>T (AWVT

o2 ) = V(B V()

g g

A 1 A
N -1 /2y T . ’ . ’
ou V(5) 2= ATV est la « racine carrée » de la variance de . Par conséquent, la convergence
établie par le théoréme 7.3 s’écrit aussi

V(B)" (5 - B) 1o N(Opy1,Lps1)
R

On peut aussi établir cette convergence sous une condition sur la matrice X plus faible que
dans le résultat précédent.

Théoréme 7.4 Soit le modéle de régression défini par les conditions C,1, Cp2 et Cp3. Si la condi-
tion Cpl et la condition C,X :
CpX. maxj—1 . n X, (XTX)"1X;. — 0 lorsque n — oo

2. Cette condition est donnée par A. MONFORT, Cours de statistique mathématique.
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sont satisfaites, alors

V(B) (B = B) S NOpsr Ipra)  m— oo
ot la matrice V(B)™"2 est celle définie a la remarque 7.6.

Preuve : D’aprés la remarque 7.6, la convergence a établir est celle exprimée par (7.3), qui est
équivalente, comme on I’a montré dans la preuve du théoréme 7.3, a la convergence (7.4) :
1T (WA D e 1
—¥ lﬂiN(O,l) n — 00, VCERP+1,C7EOP+1
o c'c
ot les matrices A et W sont définies dans le théoreme 7.3 : A = AV2VTD 1 et W = XD~ 1,
On sait aussi (voir la preuve du théoréeme 7.3) que
le"(WA=YHTe yT

1
= é avec vy = WA le, &= ¢
o cle vy o

et que pour établir la convergence voulue, il suffit de montrer que max;—1, . 5, %2 /7"y = 0,
n — oo. En utilisant les expression de A et de W, on obtient WA~ = XVA™"2 et donc la
i€ colonne de 77 = ¢" A" 2VTXT est

vi = c APV X = Ty

avec v; = A2V T X,., i =1,...,n. Par conséquent en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz
on a:
2 T T T T
- c'v) (c'v; c'c) (v v 1)y s —
7@ — ( Z)( l) S ( )( 1 Z) — 'UZT'UZ‘ :XZ—I:VA 1/2A 1/2VTXZ‘. :X;(XTX)lei‘
Ty c'e c'e
i =1,...,n.La condition C, X assure donc que la condition suffisante max;—1 ., 'yf/'yT*y — 0,
n — oo pour la convergence est satisfaite. |

Remarque 7.7 Il peut étre intéressant de faire le lien entre les conditions sous lesquelles la conver-
gence de V(B)_l/ 2(/3’ — f3) est obtenue dans les théorémes 7.3 et 7.4, et notamment établir que la
condition assurant la convergence du théoréme 7.4 est moins forte que celle requise dans le théoreéme
7.3. Notons que en particulier le théoreme 7.4 ne requiert pas que max;—1,.. n % —0,n —
pour k =0, ...,p. Cependant, sous la condition C,W, on a

7
X == max o

-0, n—oo Vk=0,...,p

Pour cela, remarquons que max;—i,.. 5 XZT,(XTX)*lXi. = max;—1,.n X;Dfl(WTW)*lD*IXi.
pour tout n. Notons £** et £* la plus petite et la plus grande valeur propre de (WTW)~1.% En
utilisant la relation (9.10) (a la fin de la section 9.3), on peut alors écrire

£* max X/ D'D7'X,. < max X[ (X X)'X;. <& max X/ D 'D7'X,.
.

i=1,...,n i=1,...,n =1,...,n

3. Onremarque que W' W = AT A, o1 A est la matrice introduite dans la preuve du théoréme 7.3. Par conséquent,
la valeur propre £* utilisée dans la preuve de ce théoréme est la méme que celle introduite ici.
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pour tout n. Notons aussi que d’apres la définition de D, on a

XTD_lD_lX‘ _ XTD—l 2 _ g XZQIC
Donc la double inégalité ci-dessus s’écrit
< nmx<XT@¥fX)1Af <€
Z HX kH2 i=1 Z HX i~cH2

pour tout n. Ces inégalités sont donc vraies lorsque n — oo. Sous la conditions C,W, £ et £
convergent respectivement vers la plus grande et plus petite des valeurs propres de la matrice définie
positive I', toutes deux strictement positives. Par conséquent,

X2
max XT XTX)"'X;. 50 < max —0
i=1,. ( ) i=1,...,n Z ”X k”Q
X2 P N X2
lorsque n — oo. Or la convergence max;—1, .. 22:0 ”Tf”—g — 0 équivaut a max;—1,.p XaE 0
pour k=0,...,p." K
Remarque 7.8 La normalité asymptotique de ﬁ apparait souvent sous la forme
5 loi 2 ~—1
V(B —B) = N(Opi1,0°Q ") (7.7)

ou () est la matrice définie postive, définie comme = lim,_ XTTX, cette convergence étant
introduite comme hypothese. On présente le lien entre la convergence des théoreémes 7.4 et 7.3 et
celle de v/n'(f — ). Notons d’abord qu’en appliquant la propriété 7.3, cette convergence équivaut
a

~QUAV( ~ B) ™ N(Opi1, Ips) (78)

olt Q1/2 est une matrice inversible telle que Q = Q'/ 2TQ1/ 2,

T o .. 1/2yT N
XnX — @, on peut définir Q2 comme la limite de £ \/FV , ou les

Ensuite, sous 'hypothese
matrices A et V sont les matrices des valeurs et vecteurs propres de X " X. Dans ce cas, en utilisant
la propriété 7.4 et la convergence établie en (7.8), on a aussi

LAY
o Jn

VR - B) = %AI/QVT(ﬂA -5 N(Opt1, Ipy1) (7.9)

La définition de la matrice V()2 donnée dans le théoréme 7.2 montre que la convergence (7.9)
est la méme que celle donnée dans le théoreme, ce qui montre la cohérence des deux formes du

résultat.

4. Cette derniére équivalence peut se démontrer de la maniere suivante. max;—1,. . n i:1 a?k <

> maxi—1,naj. Donc maxi—1 . naj, — 0 pour k = 1,...,q implique maxi=1,n» ._, az, — 0. Récipro-
9 . N q 2 2

quement, max;=1,...n Zk:l a;, > aik, Vi=1,...,n, Vk = 1,...,q. D’oll max;=1,....n Zk:I aj, > Mmax;=1,..n aj,

Vk=1,...,q, et donc maxi=1,...n ZZ:I a?, — 0 implique max;=1,.. na% —0,Vk=1,...,q.

AAAAA
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Remarque 7.9 Une des raisons pour lesquelles la convergence en loi de B est donnée sous la
forme \/F(ﬁ—ﬂ) log N(0py1,0%Q71), avec Q = lim,, 00 X;X est liée a la méthode de démonstration
de ce résultat. Celle-ci est fréquemment donnée de la maniére suivante.

On constate d’abord que § — 3 = (XTX)"'XTe (ceci découle de 'expression de B et de la
condition Cp1). Par conséquent,

XTX > -1 xTe

V-5 = ( N

n

Sous I’hypothese que XTTX converge vers une matrice () définie positive, alors si elle existe, la
N T
limite en loi de /n’'(5 — () est la méme que celle de Qfl% (voir la propriété 7.4 et la remarque
précédente). Par conséquent, pour montrer la convergence (7.7), il suffit de montrer que
X'e loi

T = N(0,0%Q)

puisqu’alors, la propriété 7.3 permettra d’aboutir a la convergence voulue. C’est précisément cette

convergence qui est établie par le théoreme 7.4, sous la condition CpX.

Il faut cependant bien noter que la condition lim,, s %X TX = @ seule ne suffit pas pour

obtenir la convergence en loi de )\(/%5 .

Qu’on énonce la convergence en loi de 5 sous la forme du théoréme 7.4 ou sous la forme (7.7),
ce résultat n’a pas d’incidence pratique immédiate puisque dans les deux cas, il fait apparaitre le
parametre o dont la valeur est inconnue.

7.3 Propriétés asymptotiques de 52

On établit pour 62 le méme type de résultats que pour 5’

7.3.1 Convergence de 5

On montre dans cette section que dans le contexte du modele de régression linéaire standard,

2 converge en probabilité vers o? lorsque n — 0o, dés qu’on suppose que &1,&s, ... forment une

o]
suite de variables aléatoires i.i.d. Autrement dit 62 est un estimateur (faiblement) convergent de
o. Le résultat de base pour obtenir ce résultat est la loi faible des grands nombres (de Khintchine)

rappelée ci-dessous.

Propriété 7.5 Si{Z;:i > 1} est une suite de variables aléatoires i.i.d. dont ’espérance commune

existe (i.e., E(|Z1]) < 00), alors 1377 | Z; 2 E(2)), lorsque n — co.

On peut alors prouver le résultat de convergence de I'estimateur 2.

Propriété 7.6 Sous les conditions Cp,l, C,2, C,3 et Cpl, 62 B 52 lorsque n — .
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. ~2 1 2Tpr 1 T T > — T —1xT : :
Prewve : On a 6° = ——&'¢ = ——(e'e —¢'Pxe) ou Px = X(X'X)7" X7 (voir la section

5.6). La limite en probabilité de 62 est évidemment la méme que celle de %aTa — %ETPX{:‘. On

LT L5~ €2, Si chacun des deux termes de cette différence possede une limite finie

aele = v
ennprobabi?ité, alors la limite en probabilité de la différence est la différence des limites en
probabilité.

Sous les conditions dans de la propriété, €7,¢3,... forment une suite de variables aléatoires
i.i.d. dont 'espérance commune est E(¢?) = o2. Par conséquent, en appliquant la loi faible
des grands nombres (propriété 7.5), on a % eTe B o2,

Par ailleurs, en utilisant une démarche semblable a celle de la section 5.6, on a
E(e" Pxe) = o*trace(Px) = o*trace((X T X) ' X" X) = o?(p + 1)

Finalement, comme Px est symétrique idempotente, ses valeurs propres distinctes sont 0 et
1. Elle est donc semi-définie positive et ¢ Pxe > 0 presque stirement. On peut alors appliquer
I'inégalité de Markov ® :

2

1 1
P(E ' Pxe >n) < —E(e" Pxe) = d (p+1)

ni) n
pour tout réel n > 0. Donc P(% e"Pxe >n) — 0 lorsque n — oco. Comme ceci est vrai pour
tout 7, on a % e"Pxe 5 0. Donc 62 2 o2 [

7.3.2 Loi asymptotique de 52

On établit finalement une convergence en loi pour 2. La preuve de cette convergence utilise le
résultat suivant , par ailleurs trés utile en statistique.

Propriété 7.7 Si {Z1, : n > 1} et {Zap, : n > 1} sont deuz suites de vecteurs aléatoires tels
que Zip o7 et Zon 2 z, lorsque n — 00, ou z est non aléatoire, alors le vecteur aléatoire

_ (7T TA\T : T ,T\T
Zn = (Z],,Z5,)" converge en loi vers le vecteur (Z7,z")7, lorsque n — oc.

Sous les conditions de cette propriété, si Z1, et Zs, sont de dimensions respectives ¢ et g2, et si
f: RO — RY est une fonction continue, alors la propriété 7.3 permet d’établir que f(Z1n, Zan)
converge en loi vers f(Z,z)

Propriété 7.8 Sous les conditions Cpl, Cp2, Cp3 et Cpl, et si de plus w = E(e}) < oo, alors

V(6% — o?) lﬁ;N(O,w—a‘l), n — 00.

Preuve : La loi limite de v/n (6% — 02) est la méme que celle de v/n'(S? — %) ou S? = "_£_162 =

. AT loj
Ly é2 = 172, On montre donc que /n'(S5? — 0?) = N(0,w — o). On note ¢; = 2. On

n =
peut donc écrire

VR(S2 = 0?) = i (+e7e —0?) = Vi (~eTe — o2 — ~eTPye) = V(@ - 0?) — — =" Pxe
n n n N
5. L’inégalité de Markov établit que pour une variable aléatoire Z presque siirement positive dont l’espérance
existe, on a P(Z > n) < % pour tout réel n > 0. Elle se prouve en notant que P(Z > n) = E(1z>,) et que
0<nlzsy < Z, et donc E(nlzsy) <E(Z).
6. dont on trouve la preuve dans 'ouvrage Cours de probabilités d’A. MONTFORT.




7.4. UTILISATION DES PROPRIETES ASYMPTOTIQUES 177

oue= % ", e;. Pour montrer la convergence en loi de 1/n'(S? — 02), on utilise la propriété

7.7. On note Zy, = /n'(€ — o?) et Zy, = LnaTPXes, et donc /n'(S? — 02) = Z1,, — Zan. En

NG
utilisant la méme démarche que dans la preuve de la propriété 7.6, on obtient que Zo, 20. Par
ailleurs, on note que ey, e, . .. forment une suite de variables aléatoires i.i.d. avec E(e1) = o2

et V(er) = E(e}) — [E(ef%)]2 = w — 0% < 00, ce qui permet d’appliquer le théoréme « central
limit » de Lindeberg-Lévy (pour les suites de v.a. i.i.d. dont le second moment est fini). On
obtient alors Za, L (0,w — o). Donc la propriété 7.7 permet de conclure que (Z1,,, Zon)"
converge en loi vers (Z,0)7, ot Z ~ N(0,w — o). La remarque qui suit la propriété donne le
résultat voulu pour /n'(S? — 02) = Z1,, — Zop. [ |

7.4 Utilisation des propriétés asymptotiques

Au début de ce chapitre, on a justifié la recherche de résultats asymptotiques

Le théoreme 7.4 ainsi que les propriétés 7.6 et 7.7 permettent conjointement d’obtenir le résultat

suivant.

Propriété 7.9 Dans le modéle de régression défini par Cpl, Cp2, C,3, C,l, et dans lequel on
suppose CpX,

A A

_ N loi
V(BB —=B) 3 NOpr1,Ipp1)  n— o0
Xy A1 1Al
ou V(B) /2 = LAV
Preuve : C’est une application immédiate des résultats mentionnés ci-dessus.

D’un point de vue pratique, cette convergence permet de dire que sous les conditions de I’énoncé,
on peut approximer la loi inconnue de 3— 8 par la loi N(0p41, V)ouV = (\A/(ﬂA)fl/Q)f1 [(\7(/3’)71/2)71} T
On calcule que (\A/(ﬂA)fl/Q)f1 = 6VAY2, et évidemment V = 62VAT2AT2YT = FXTX) =
V(B ). Autrement dit, sous les conditions données dans la propriété 7.9, la loi approximative de /3’ —B
lorsque 7 est grand est la loi N(0,41,62(XT X)), ce qu'on notera 3 — 8~ N (0,41, 52(XTX)™1).
Par conséquent, & chaque fois que 'utilisation de la loi de ﬁ (ou de la loi de /3’ — [3) est requise, on
pourra utiliser & la place la loi approximative N(0,.1,5%(X"X)™1).

En particulier, si on souhaite tester Hy : R3 = r contre Hy : RS # r, on peut fonder le test
sur la statistique de Fisher F = (RS — T)T[62R(XTX)_1RT]_1(R/3’ —1)/q, et décider Hy si on
observe que la valeur de F' est trop élevée, i.e., lorsque F' dépasse un seuil s (voir la justification
de cette démarche a la section 6.1.2). La démarche usuelle des tests requiert que le risque de type
1 associé a ce test ne dépasse pas le niveau « fixé a 'avance. Il faut alors choisir le seuil s de sorte
que Py, (F > s) < a.” Pour cela, il est nécessaire de connaitre la loi de F lorsqu’on suppose Hy
vraie. Cette loi est ici inconnue et ’ensemble S pour lequel s € S = Py, (F > s) < « ne peut
étre déterminé. On peut cependant recourir aux approximations de la loi de /3’ obtenues lorsque

7. Cette inégalité doit se comprendre comme Py, (F > s) < a, quelle que soit la maniére de calculer la probabilité
Pr, lorsqu’on suppose Hy vraie. Contrairement a ce qui se produisait dans le contexte du modeéle gaussien, ou lorsque
H était vraie, il n’y avait qu’une seule maniére de calculer cette probabilité (on utilisait la loi de Fisher & (¢,n—p—1)
degrés de liberté), il y a ici une infinité de manieére de calculer cette probabilité. Ceci introduit des difficultés qu’on
passe sous silence ici.
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n — oo afin d’obtenir un test de la forme voulue, 7.e. qui consiste a décider Hy si F' > s, et dont le
risque de type 1 est approximativement égal a « lorsque la taille de I’échantillon n est grande.

En effet si Hy est vraie, alors (en utilisant la propriété 7.3) RS —r %~ N(0,,6R(X"X)"'RT)
et donc (utilisation des propriétés 7.3 puis 9.17)

(RE —r)T[6*ROXTX) T RT] TN (RB —r) = qF % x*(q) (7.10)
Par conséquent, lorsque n est suffisamment grand, pour tout s on a
PHO(F > s) = Pp,(¢F > qs) ~ P(Cq > gs)

ou Cj est une variable aléatoire suivant la loi x%(g). Donc si on désigne par anq le quantile d’ordre
p de la loi x*(q), on aura P(C; > ¢s) = a <= ¢s = x}_,.,- On a alors

1
PHO(F > QX%fa;q) =

lorsque n est grand et le test qui consiste a décider H; lorsque F' dépasse le seuil %X%—a;q a un
risque de type 1 approximativement égal a a.

Remarque 7.10 Il est & noter que ce raisonnement est également vrai lorsque Y ~ N (X3, 0%1,,).
Dans ce cas, F' ~ F(q,n —p — 1) et également ¢F ~ x2(q), lorsque n — oco. Par conséquent, on
peut en déduire que le quantile d’ordre p de la loi ¢f}.q n—p—1 doit converger vers Xg- R]

Les régions de confiance pour 5 ou pour RS s’obtiennent par un argument similaire. Ainsi, si
on définit

G = {z € RT| (@ = RA)[6*ROX"X) 'R (@ — RB) <3y}

la relation (7.10) permet d’obtenir que Pg(5 € 4,,) ~ 1 — a lorsque n est grand. Autrement dit, €,
est un région de R? dont la probabilité de contenir RS est approximativement égale a 1 — « lorsque
n est grand. On peut donc utiliser %;, comme une région d’un niveau de confiance approximatif
1— .



Chapitre 8

Modeles avec erreurs non-sphériques :
hétéroscédasticité et corrélation

8.1 Introduction et définition

Les modeles de régression linéaires, dans le cas ou les variables exogenes sont supposées non-
aléatoires, sont caractérisés par la condition C,2 : I'espérance de la variable endogene Y s’écrit
comme une fonction linéaire des variables explicatives X, ..., X). !

Le caractere standard du modeéle de régression linéaire étudié dans les chapitres précédents
provient de la condition C,3 (ou C,3) : la matrice des variances-covariances du vecteur des termes
d’erreur e = Y — E(Y)) est proportionnelle & la matrice identité, i.e., V(¢) = o2I,. En termes de
modélisation, cela revient a dire que les variables Y7,...,Y,, (et donc les termes d’erreur correspon-
dants) ont la méme variance et sont non-corrélées.

Par léger abus de langage, on dit dans ce cas que les erreurs sont sphériques. La terminologie
provient de la notion de loi de probabilité sphérique. La loi d’un vecteur aléatoire Z = (Z1, ..., Z,),
d’espérance nulle, est sphérique si sa densité f satisfait la condition suivante : soient Z et Z deux
vecteurs de R™, alors fz(2) = fz(2) si et seulement si S 22 = -1 | 22. Autrement dit la densité
de Z est la méme pour deux vecteurs de R” si et seulement si ces deux vecteurs ont la méme norme.
Par conséquent pour tout ¢ > 0, 'ensemble f,'(c) = {z € R" | fz(2) = ¢}, s'il est non vide, contient
tous les vecteurs de R™ qui ont une norme donnée. Cet ensemble coincide donc avec une sphere de
R™ dont le rayon est égal a la norme de n’importe quel vecteur dans f, (¢). Graphiquement, f - Le)
est la courbe de niveau d’altitude ¢ de fz. Les courbes de niveau sont dont des spheres de R™. En
dimension 2, une sphére est un cercle. Donc lorsque n = 2, les points du plan (R?) pour lesquels
Paltitude de f7 reste égale a ¢ sont situés sur un cercle. Il existe un résultat établissant que si Z est
un vecteur aléatoire dont la distribution est sphérique, alors la matrice des variances-covariances
de Z est proportionnelle & la matrice identité I,,.? L’abus de langage qui a été signalé consiste &

1. Si on ne veut pas supposer que les variables exogénes sont non-aléatoires, on doit introduire la notion d’es-
pérance conditionnelle, et les modeles de régression linéaires sont dans ce cas des modeles pour lesquels I'espérance
conditionnelle de Y sachant les variables exogénes est une fonction linéaire de ces variables.

2. En toute rigueur, pour obtenir ce résultat, il faut se placer sous certaines conditions, qui permettent notamment

d’assurer ’existence des variances.

179
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assimiler la condition C;)?) avec le fait que le vecteur € a une distribution sphérique.

Dans de nombreuses applications du modele de régression linéaire, on peut étre amené a vouloir
s’affranchir de la condition C,3. Il existe essentiellement deux raisons pour cela (et qui peuvent se
combiner 'une a lautre).

1. Il peut arriver qu'il ne soit pas réaliste de supposer que V(Y;) = V(Y;) pour toute paire (7, j)
d’individus, et dans ce cas, les termes diagonaux de la matrice des variances-covariances du
vecteur Y ne sont pas égaux. Si cela se produit, on dit qu’il y a hétéroscédasticité.

2. Il peut également arriver qu’on ne souhaite pas supposer a priori’absence de corrélation entre
Y; et Y. Dans ce cas, les termes extra-diagonaux de la matrice des variances-covariances de
Y ne sont pas nécessairement nuls.

Il se peut évidemment qu’on ait a la fois corrélation de la variable endogene entre deux individus
et hétéroscédasticité.

En termes de définition du modele, s’il y a corrélation et/ou hétéroscédasticité, on ne peut plus
imposer a priori la condition C,3 (ou C;,?)). Le modele de régression linéaire qui sera étudié dans
ce chapitre est donc défini par les conditions C,1, C,2 et la condition C,V suivante :

CpV. il existe une matrice symétrique définie positive €2 telle que V(Y) = Q.

La condition C,V revient a supposer que les variances V(Y7),...,V(Y;) existent et qu’on ne peut
pas exprimer le niveau de la variable endogéne d’un individu comme une fonction linéaire du niveau
de cette variable des autres individus (voir le point 3 de la propriété 9.7).

Pour des raisons qui apparaitront plus loin, on écrira  sous la forme Q = o2V, ol o est un
réel strictement positif et V est une matrice symétrique définie positive.® En reprenant la notion
de distribution sphérique présentée au début de cette section, on dit dans ce cas que les erreurs
sont non-sphériques.

Dans un premier temps, la condition C,V est satisfaite avec 0 = o2V ol la matrice V est
connue, ce qui équivaut a dire que V(Y') est connue a une constante (positive) pres. On peut alors
exprimer les conditions définissant le modele de la maniere suivante :

X est non aléatoire

(8.1)
38 e RPL Jo5 € 10;00[ t.q. Y =X +ecet V() = o’V

ou € est le vecteur aléatoire de R™ défini par e =Y —E(Y'), et V est une matrice connue de M (R),

I’ensemble des matrices symétriques inversibles de taille (n,n) (voir la section 9.3).

Afin de gagner en généralité, on considérera ensuite le cas ou la matrice V' permettant d’écrire
la condition Q = 02V est inconnue. Dans ce cas, le modele étudié sera caractérisé par :

X est non aléatoire et

(8.2)
3B € RPTL IV € M} (R), 30 €]0;00[ t.q. Y = XS+ ¢ et V(e) = o2V

ol ¢ est défini comme auparavant. La condition V définie positive est satisfaite des que V' est définie

comme une matrice des variances-covariances d’un vecteur aléatoire de R™, supposée inversible.

3. Il est évidemment toujours possible d’écrire sous cette forme toute matrice définie positive Q.
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L’interprétation de 3 et de la condition E(Y) = X3 reste la méme que celle donnée dans les
sections 5.1 et 5.2.

Il est évident que le modele de régression linéaire standard est un cas particulier du modele
défini ci-dessus, puisqu’il correspond au cas ou V = I,. Les estimateurs et tests présentés dans
les chapitres précédents ont des propriétés (optimalité) qui ont été obtenues en utilisant la condi-
tion C,3. Par conséquent, dans le contexte du modele plus général étudié ici, ces propriétés ne
sont plus nécessairement valides. Ce chapitre a pour objet d’étudier dans ce nouveau contexte les
propriétés des estimateurs des moindres carrés ordinaires et des tests fondés sur cette méthode d’es-
timation. On verra que certaines (bonnes) propriétés sont perdues et on présentera des procédures
d’estimation et de test adaptées qui permettent de récupérer certaines de ces propriétés.

I faut noter que si le modeéle étudié est défini par la condition (8.2), il y a ambiguité sur o
et V : ces parameétres ne sont pas identifiés. Cette notion a été abordée dans les remarques 5.1 et
suivantes, & propos du parametre 3. Plus précisément, si rang(X) = p + 1, alors si on se donne le
vecteur E(Y), il existe un unique 8 € RPT! tel que E(Y) = XB3. Il n’en est pas de méme pour la
variance de Y. Si on se donne la matrice V(Y'), il existe plusieurs paires (o, V') € ]0; +o00[x M (R)
telles que V(YY) = ¢2V. Du point de vue de l'inférence, le fait qu’il n’existe pas de paire unique
de valeurs pour o et V pour laquelle la condition (8.2) est vraie rend sans objet la recherche de
techniques statistiques destinées & approximer ces valeurs.

Une solution qui permet a la fois de lever cette difficulté et de trouver des méthodes d’inférence
ayant de bonnes propriétés consiste a restreindre la spécification de V : dans la définition du
modele, au lieu d’imposer la condition V' € M (R), on imposera une condition plus forte du type
V €V, ou V n’est qu'une partie de M;¥(R). Cette partie sera choisie en fonction des spécificités
qu’on veut attribuer au modele. Du choix de V dépendront les propriétés des estimateurs, test, etc,
obtenus. Ceux-ci seront donc étudiés dans des contextes propres aux spécificités introduites dans
la définition du modele. Par exemple, si on choisit d’introduire de la corrélation dans le modeéle
(V' non diagonale), on peut représenter cette corrélation de différentes formes, chacune amenant a
une forme particuliere pour V. Les estimateurs et tests auront des propriétés qui dépendent de la
forme particuliere retenue pour représenter la corrélation, et donc de la forme de V. Un test ayant
de bonnes propriétés pour une certaine forme de corrélation peut les perdre si la corrélation est
d’une autre forme.

8.2 Propriétés des estimateurs des moindres carrés ordinaires

L’estimateur des moindres carrés ordinaires de S est obtenu en suivant la méme démarche
que celle présentée dans la section 5.3. Cette démarche n’utilise aucune condition sur la forme
particuli¢re de la matrice V(Y') et I'expression de l'estimateur reste donc 8 = (X7 X)"'X7Y. Il
demeure linéaire puisque sa linéarité n’est pas une propriété liée a la spécification du modele, mais
une propriété provenant de son expression. Cet estimateur conserve sa propriété d’absence de biais,
puisque la démonstration de cette propriété faite a la section 5.3.3 n’utilise pas la condition C,3
(voir propriété 5.4). De maniére explicite, on a le résultat suivant.

Propriété 8.1 Dans le modéle de régression linéaire défini par les conditions Cp1, C,2 et C,V,
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lestimateur des moindres carrés ordinaires de 3 est sans biais.

Preuve : C’est une conséquence immédiate de 'expression de ﬁ et des conditions C,1 et C,2. W

Puisque 8 est un estimateur sans biais de 3, la matrice des variances-covariances de 3 mesure
la précision de cet estimateur. On a

VA = XTX) ' XTVIX(XTX) =X X)X TVX(XTX) ! (8.3)

On constate que cette variance differe de celle qu’on obtient dans le cas particulier du MRLS ou
V = I,. Ceci a des conséquences aussi bien dans le domaine des tests d’hypotheses (et des régions

de confiance) que dans celui de Pestimation.

Dans le cas o Y et donc ¢ sont des vecteurs gaussiens, ﬁ est également un vecteur gaussien
dont la loi est NV(3,0%(X"X) 1 XTVX(X"X)™!). Dans la construction du test de Fisher (voir
section 6.1.2), la loi la statistique F' s’obtient en notant que F' s’écrit sous la forme F' = "_TH%,
et que dans le contexte du MRLSG, les variables aléatoires C et Co sont indépendantes et suivent
chacune une loi du x?2. Plus précisément, si ’hypothese nulle est Hy : R =17, on a C| = (RB —
)T [Ro?>(XTX)"'RT|” (Rﬁ—r) et Cy = 26 €. Lorsque la condition C,3 est relachée et remplacée
par C,V, s'il reste vrai que (R3 —7) ~ N'(0, RV(3)R") et donc (RS —7)T[RV(B)RT]~ (Rﬁ —T)~
x%(q) lorsque Hy est supposée vraie, on a V(B) # 0%(X7X)™! et donc la variable aléatoire C
ne suit pas une loi x2(g). Par ailleurs, dans le méme contexte, Cy ne suit pas non plus une loi
x2(n — p —1). En effet, le vecteur des résidus 6 =Y — X B peut toujours s’exprimer sous la forme
€= Mxye, ot My =1, — X(X"X)"' X7 et on a donc

—2éTé = %6TMX<€ =7Z"AZ
o o

ou Z = %QTe et @ et A sont les matrices des vecteurs et valeurs propres de My, respectivement,
avec Q71 = Q7. Mx est la matrice de projection orthogonale sur L(X.o,...,X.,)", et d’apreés
la propriété 9.24, elle a deux valeurs propres distinctes 1 et 0, la valeur propre 1 ayant un degré
de multiplicité égal a la dimension du sev L(X.,... ,X.p)L. Comme X est de rang p + 1, le sev
L(X.o,...,X.p) est de dimension p + 1, et L(X.o, ... ,X.p)L est donc de dimension n — p — 1. On
peut toujours supposer que les valeurs propres non nulles de Mx sont les n — p — 1 premieres, et
dans ce cason a Z'AZ =3 ;7 -1 Z,?. Le vecteur Z est un vecteur gaussien d’espérance 0,, et de
matrice de variances-covariances

V(Z) =V(QTe) = SQTV(ER =QTVQ

Donc, sauf dans le cas trés particulier ou il se trouverait que Q'VQ = I,, (ce qui n’a aucune raison
particuliere de se produire), les variables aléatoires Zi, ..., Z,_,—1 qui constituent les (n —p — 1)
premieres coordonnées du vecteur Z n’ont pas une variance égale a 1 et ne sont pas indépendantes
Par conséquent il n’est pas possible d’appliquer la définition 9.4 et d’établir que 2 gTe=1" e
suit une loi du x2.

Ce qui précede montre que toutes les procédures de test et régions de confiance développées
dans les sections 6.1 et 6.2 en se basant sur I'estimation de 8 par moindres carrés ordinaires ne sont
plus valides. Plus précisément, les tests développés dans ces sections n’ont pas le niveau de risque
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de type 1 requis et les régions de confiance n’ont pas le niveau de confiance voulu, lorsqu’il sont
appliqués dans un modele ot V(Y') # o2I,. Il conviendra donc de modifier ces procédures.

L’introduction de la condition C,V a la place de C,3 a également des conséquences en matiere
d’estimation de (. En effet, bien que I'estimateur des moindres carrés ordinaires reste sans biais,
il perd sa propriété d’optimalité parmi les estimateurs linéaires sans biais (théroreme 2.3). On
prouvera ce résultat en deux temps. On commence par montrer que dans un cas particulier,
ne coincide pas avec le meilleur estimateur linéaire sans biais. On construira ensuite un autre
estimateur de 8 dont on montrera qu’il est optimal.

Supposons qu’on souhaite estimer la derniére coordonnée 3, de B au moyen d’un estimateur
linéaire sans biais. On montre que dans ce cas il n’est pas optimal d’utiliser ’estimateur des moindres
carrés ordinaires Bp : il existe un autre estimateur linéaire sans biais de 3, dont la variance est plus
petite que celle de Bp. Pour cela on utilise la propriété suivante qui, dans le contexte du modele de
régression linéaire avec la condition C,V, est analogue au résultat de la propriété de la remarque
5.11 (et s’obtient par une démarche identique).

Propriété 8.2 Soit ¢ un vecteur de RPYL. Dans le modéle de régression linéaire défini par les
conditions Cy1, Cp2 et C, 'V, le meilleur estimateur de c' 3 est "B o = (XTVIxX)“IxTv-ly,

Preuve : Soit v* = a'Y un estimateur linéaire de 7 = ¢" 5 ol a est un vecteur (non aléatoire) de
R™ (voir la définition 5.1). v* est un estimateur sans biais de 7 ssi E(v*) = v, Vy € R.
En utilisant les expressions de v* et de «y ainsi que les conditions C,1 et C,2, 'absence de
biais équivaut a ("X —¢7)B = 0, V8 € RPT! ou encore ™ X — ¢ = 0,41 La variance
d'un tel estimateur est V(v*) = V(a"Y) = a" V(Y )a = 0?a" Va. Par conséquent chercher
le meilleur revient a chercher le vecteur @ de R" tel que a' X —c¢" =0, et a'Va<a'Va
pour tout vecteur a € R™ tel que a'X —¢" = 0; +1- Cet estimateur sera alors donné par
4 =a'Y . Le vecteur a est donc la solution du probléme de minimisation

a?elll&l}i a'Va scq a'X—c' =0, (8.4)

Une condition nécessaire pour que @ soit solution est qu'il existe un vecteur A € RPT! tel

que
oL _ -
oL, -
5( A) = 0pp1 (8.6)

ou L(a,\) =a"Va—(a"X —c")AX est le lagrangien associé au probleme de minimisation.
Les n équations (8.5) s’écrivent Va — XX = 0,, et (8.6) exprime la contrainte d’absence de
biais X"a — ¢ = Op+1.4 D’apres C,V, la matrice V' est inversible. On peut donc réécrire
(8.5) comme @ = VX A. Si on utilise cette expression de @, on peut réécrire (8.6) sous
la forme X V71X\ — ¢ = 0,,1. Comme X est de rang p + 1, la matrice X V~1X est
inversible et on obtient alors A = (XTV~1X)~l¢. En substituant cette expression de A

4. Voir par exemple les calculs détaillés a la remarque 5.11.
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dans celle de @, on a finalement @ = V~!X(XTV~1X)"!c. Par conséquent lestimateur
linéaire sans biais de variance minimale est ¥y = a'Y = ¢’ B ol (3 est défini dans ’énoncé
de la propriété. Finalement, comme V est définie positive et que la fonction a™ X — ¢"
qui exprime la contrainte est linéaire en a, le vecteur a obtenu en résolvant le systeme
(8.5)-(8.6) est bien une solution du probléme de minimisation. |

Ce résultat est a contraster avec le résultat de la remarque 5.11 qui établit que dans le cadre
du modele de régression linéaire standard (défini par les conditions Cp1, C,2 et Cp3), le meilleur
estimateur linéaire sans biais de v = ¢"f s’obtient & partir de I'estimateur des moindres carrés
ordinaires de 3, et est donné par 4 = B = c"(XTX)"IXTY. Ainsi, si on s’intéresse & la derniere
coordonnée 3, de 3, alors ¢ = (0,...,0,1)" et dans ce cas le meilleur estimateur sans biais de 3,
est 4 = 5}» ol Bp est la derniére coordonnée de f = (XTV-1X)TXV~'Y. De maniére générale,
cette coordonnée differe de Bp, Iestimateur des moindres carrés ordinaires de (3, défini comme
la derniére coordonnée de § = (XTX) ' XTY. Ce résultat montre donc que dans le modele de
régression linéaire dans lequel on a C,V, I'estimateur des moindres carrés ordinaires ne coincide
pas avec le meilleur estimateur linéaire sans biais. On construira plus loin I'estimateur dont on

montrera qu’il est optimal dans I’ensemble des estimateurs linéaires sans biais.

Finalement, on peut montrer qu’en introduisant une condition supplémentaire sur la matrice
V', on retrouve le résultat de la propriété 7.1 : 'estimateur ﬁ reste un estimateur convergent de
5. La convergence est une propriété limite de 'estimateur des moindres carrés ordinaires de (3
lorsque n — co. Afin de le formuler (et le prouver) on modifie 1égérement les notations afin de faire
apparaitre la dépendance des éléments du modele vis-a-vis de n. Pour une taille d’échantillon n
donnée, on note V,, = V(Y) et B, Vestimateur des moindres carrés ordinaires de 3.

Propriété 8.3 Dans le modéle de régression linéaire défini par les conditions Cp1, Cp2 et C,V,
pour chaque taille d’échantillon n on note v}, la plus grande valeur propre de V. St

1. 3K e R tel que v} < K, Vn e N
2. (XTX)™! = 0 lorsque n — oo
alors ﬁn converge vers 3 en moyenne quadratique, et donc en probabilité.
Preuve : En adoptant la méme démarche que dans la preuve de la propriété 7.1 et en utilisant 'ex-
pression de V(j3) donnée par (8.3), on a E(||3, — B|?) = trace((X " X) ' XTVX (X" X)™1).
En utilisant la propriété trace(AB) = trace(BA) lorsque les produits AB et BA sont
définis, on a

trace((X " X) ' XTVX(XTX)™!) = trace(X (X" X) 32X V)

ol (XTX)™2 = ((XTX)*l)Q. Comme V est symétrique définie positive, on peut écrire
V =TYTT ou T = diag(vy,...,v,) est la matrice diagonale des valeurs propres de V et I'
est la matrice orthonormale des vecteurs propres de V. Donc

trace(X (X X) 72X V) = trace(X (X" X)X TYT")
= trace(T" X (X" X)2X'I'Y)
= trace(C'T)
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ot C=TTX(X"X)2XT = (¢ij)i j=1,...n- Puisque T est diagonale, les termes diagonaux
de CY sont v;ci;, i = 1,...,n. Par conséquent

n n n
trace(C'YT) = Z vicy; < max{vy,...,v,} Z cii = vy Z Cii
i=1 i=1

i=1
n
= vy, Z trace(C
=1
= o trace(T" X (X" X) 72X T)
= v} trace(X (X' 2XTFI‘T)
= v trace(X (X X)2XT)
= v}, trace((X ' X 2XTX)
= v trace((XT X))

Si on note A}, la plus grande des valeurs propres de (X" X)! on a 0 < trace((X"X)™1) <
(p+ 1A} et donc trace(CY) < (p+ 1)v;A:. Les deux conditions de ’énoncé garantissent
que le membre de gauche converge vers 0 lorsque n — oo (voir également la section 9.3).H

On peut introduire ici la méme remarque que celle faite a propos de la convergence de B dans

le contexte du modele standard. La propriété 8.3 est souvent énoncée en remplagant la condition 2

XTX
n

par la condition — A, ou A est une matrice symétrique définie positive. Cette condition est

plus forte que la condition utilisée dans la propriété 8.3, c’est & dire pour tout v > 0 :

XX

— 5 A = (X'X)"'=0
n

— A. Comme A est inversible et

avec A symétrique définie positive. En effet, supposons que XnTVX
que l'inversion de matrice est continue (voir théoréme 9.1), on doit avoir n(X ™ X)~! — A~L. Ceci
implique que n"|(XTX)7!|| — [JA~Y]|. Comme || A~|| est fini, on doit avoir ||(XTX)~ || — 0, ce

qui est la condition 2 de la propriété.

8.3 Moindres carrés généralisés (MCGQG)

Les résultats de la section précédente montrent que si ’estimateur des moindres carrés ordinaires
reste sans biais et convergent, sa matrice de variances-covariances n’est pas la méme que dans le
cas du MRLS. Il faudra donc adapter les procédures de test et de régions de confiance afin de tenir
compte de la nouvelle forme de cette matrice. Mais de maniére plus importante, pour estimer 3, les
moindres carrés ordinaires ne fournissent pas le meilleur estimateur linéaire sans biais. La propriété
8.2 semble suggérer que le meilleur estimateur linéaire sans biais est 3 = (X TV 1 X)"1XTV-1y.
Evidemment, pour que 3 puisse étre envisagé comme estimateur de 3, il faut se placer dans le cas
ou V est connue. On supposera que c’est le cas dans cette section. Par conséquent, le modéle est
défini par la condition (8.1). Dans un premier temps, on démontre formellement que /3 est bien
le meilleur estimateur linéaire de 3. Puis on décrit les conséquences de ce résultat sur les tests et
régions de confiance construits a propos de f.
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8.3.1 Estimation de § par MCG

Pour montrer que le meilleur estimateur linéaire sans biais de B est (X V1 X)"'1X"V~1Y on
peut adopter deux démarches distinctes, qu’on présente successivement.

La premiére maniére d’obtenir ce résultat consiste a utiliser la propriété 8.2. Puisque 8 =
(XTVIX)TIXTVY = AY, avec A = (XTV-IX)"' X"V~ on voit que 3 est un estimateur
linéaire de 8. Comme de plus AX = I,,, il est également sans biais. Soit B = fle, un autre
estimateur linéaire et sans biais de 3, i.e., la matrice A satisfait AX = I,,. On veut montrer f est
plus précis que B, clest A dire :

cTIV(B) = V(B)]c>0, VeceRPH

En utilisant les propriétés des matrices de variances-covariances (voir la propriété 9.7), cette inéga-
lité s’écrit aussi

V(e™B)=V(c"B) >0, VeeRPH! (8.7)
Pour un ¢ € RPH quelconque, on définit @ = ATc et @ = ATe. On vérifie facilement que, d'une
part,
V("B =a"Va et V(™ B)=a"Va (8.8)
et d’autre part
a' X —c' =0, et a' X —c' =05,

(puisque XA = XA = I,,). Or la résolution du probléme de minimisation (8.4) dans la preuve de
la propriété 8.2 montre qu’on a nécessairement

a'Va>a'Va

ce qui, étant donné (8.8), est précisément l'inégalité (8.7) voulue pour le vecteur ¢ choisi. Mais
comme ceci peut étre établi pour n’importe quel choix de ¢, on a bien (8.7).

La seconde maniere d’obtenir ce méme résultat consiste a formuler un modele équivalent a
celui défini par C,1, Cp2 et C,V, mais dans lequel on retrouve la condition C,3 et dont 8 en
est le parametre. Pour cela, choisissons une matrice M de taille (n,n) non aléatoire et inversible,
quelconque. On a alors

X non aléatoire <= M X non aléatoire
EY)=Xp < EMY)=MXp

V(Y)=Q < V(MY) =0

ot @ = MQMT. De plus, on vérifie facilement que Q est symétrique définie positive si et seulement
si Q est symétrique définie positive. Autrement dit, en définissant X = MX et Y = MY on voit
que X et Y satisfont C,1, C,2 et C,V, si et seulement si seulement si X et Y satisfont ces mémes
conditions. On constate que le vecteur § de RPT! qui permet d’écrire la condition Cp2 pour X et
Y est le méme que celui qui permet d’écrire cette méme condition pour X et Y et que les matrices
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symétriques définies positives qui permettent d’exprimer la condition C,3 sont liées par la relation
Q=MQM".

Ce qui vient d’étre dit permet de considérer indifféremment I'estimation de 5 au sein du modele
initial relatif & X et Y ou bien au sein du modele relatif & X et Y, puisque ces modeéles satisfont
les mémes conditions et que § paramétrise de maniere identique ces deux modeles.

Par ailleurs, I’ensemble des estimateurs linéaires et sans biais de 5 de I'un des modeles coincide
avec celui de lautre. En effet, soit 8* = A*Y, avec A*X = I, un estimateur linéaire sans biais
de B8 dans le modele initial. On peut écrire 8* = A*M MY = A*Y avec A* = A*M ™1, ce qui
montre que 3* est un estimateur linéaire de 8 dans le modele relatif & X et Y. De plus, on vérifie
facilement que A*X = I,,, ce qui est la condition d’absence de biais d’un estimateur linéaire dans
le modele relatif & X et Y. La réciproque s’obtient de maniére identique.

Donc pour rechercher le meilleur estimateur linéaire et sans biais de 3, on peut indifféremment
utiliser 'un ou 'autre modele.

Comme tout ce qui vient d’étre dit est valable pour n’importe quel choix de matrice M de taille
(n,n), inversible et non-aléatoire, on peut se demander s’il en existe une telle que dans le modele
relatif A X = MX et Y = MY, il est facile de déterminer le meilleur estimateur linéaire et sans
biais de 8. Une maniére de répondre a cette question consiste a se demander si on peut trouver
une matrice M inversible telle que la matrice Q des variances-covariances de Y prenne la forme
Q = 02I, pour un o € 10, 00[. Si la réponse est positive, alors le modele relatif a X et Y est un
modele de régression linéaire standard. Dans un tel cas, le meilleur estimateur linéaire sans biais
de B coincidera avec Destimateur des MCO de § dans ce modele, i.e., (X™X) ' XTY.

Pour trouver une telle matrice M, on part de la condition recherchée Q = 021, ou de maniére
équivalente, V(MY) = 021, pour un o € ]0,00[. Comme V(Y) = Q et qu'on a choisi d’écrire
Q) sous la forme Q = 02V pour un o € ]0,00[ et V symétrique définie positive, la condition a
obtenir s’écrit ceci s’écrit aussi MV M T = I,,. Puisque V est symétrique définie positive, elle peut
s’écrire V. =TYI'T ou I" est une matrice orthonormée et Y = diag(v;,7 = 1,...,n) est une matrice
diagonale avec v; > 0, i = 1,...,n. On peut donc écrire T = TY2YY2 ot T2 = diag(\/v;,i =
1,...,n). Par conséquent, Y- = (T/2072)~1 = Y727r7"2 ot T2 est linverse de Y2, i.e.,
T2 = diag(\/%—i,i =1,...,n). Si on choisit

M=""TT (8.9)
on a bien une matrice non aléatoire inversible pour laquelle
MVMT =Y /20Ty rY 2 =y ey rirnry 2 = b, (8.10)

(la derniere égalité utilisant 'orthonormalité de T').

Le choix de transformation M définie par (8.9) permet de passer du modele de régression initial
relatif & X et Y & un modele de régression équivalent relatif & des variables X = MX et Y = MY,
dans lequel E(Y) = XS et V(Y) = 021,,. Gréce & cette derniere condition, ce second modéle est un
modele de régression linéaire standard. On remarque que la transformation M obtenue consiste a
transformer les variables initiales de maniere (1) & préserver la relation donnée par la condition C,2
(ou C},2) et (2) a rendre sphériques les erreurs définies dans ce nouveau modele (voir la premicre
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section de ce chapitre). En effet, le vecteur des erreurs dans le modele transformé est € = Y —E(Y) =
MY — MXJ et en utilisant (8.10) on a V(&) = V(MY) = MV(Y)M" = 02I,,. Pour cette raison,
on appelle sphéricisation (des erreurs) la transformation consistant & prémultiplier le vecteur Y et
la matrice X des observations des variables par la matrice M définie en (8.9).

Comme indiqué précédemment, le modeéle obtenu par sphéricisation est un modele de régression
linéaire standard pour les variables Y et X. Il permet d’obtenir le meilleur estimateur linéaire sans
biais de 8 en utilisant la méthode des MCO. Cet estimateur est noté 3 et son expression est

f= (XXX
ot X = MX,Y = MY et M est donnée par (8.9). En utilisant ces expressions, on peut écrire
MT™M =TY 2y /2 TT =TT = V! et donc

f=(X"M"MX)'X"M"MY = (X" VIX)'xvly

On constate qu’on obtient le méme résultat que la premiere approche proposée, basée sur 1'utilisa-
tion de la propriété 8.2.

On résume ces résultats sous la forme d’une propriété.

Propriété 8.4 Dans le modéle de régression défini par les conditions Cy1, Cp2 et CpV, le meilleur
estimateur linéaire sans biais de B est (X TV IX)"'XTV=LY o0 V est la matrice pour laquelle
V(Y) = o?V.

Cet estimateur coincide avec l’estimateur des MCO dans le modéle de régression sphéricisé
relatif 6 X = MX et Y = MY, oo M = Y 2T, T et T étant respectivement les matrices des
vecteurs propres et valeurs propres de V.

On constate que I'estimateur de S obtenu consiste a appliquer les moindres carrés ordinaires
au modele obtenu par transformation des variables initiales au moyen de M. Dans ce modéle, les
matrices des observations des variables sont donc X = MX et Y = Y et Pestimateur des MCO est
défini comme la solution de mingegp+1 Y — XB||? (voir la section 5.3.2). En utilisant la définition
de X et Y, ceci revient & résoudre mingegp+1 |M(Y — XB)[%. Il est évident qu’il revient au méme
de chercher  en minimisant | M (Y — Xf)||. Or M étant inversible, cette norme est une distance
entre les vecteurs Y et X3.° Par conséquent, au sein du modeéle initial relatif aux variables X et
Y, lestimateur de la propriété 8.4 possede la méme interprétation que 'estimateur des MCO ﬁ
solution de mingegp+1 ||Y — X% : il définit 'élément de L(X.o,...,X.,) le plus proche de Y. La
différence entre cet estimateur et celui des MCO réside dans la distance utilisée pour mesurer cette
proximité. Dans un cas (MCO) il s’agit de la distance “usuelle”, correspondant au choix M = I,,,
tandis que dans le second cas il s’agit d’une généralisation de cette distance usuelle, correspondant
au choix M = T 2I'T. Pour cette raison, on introduit la définition suivante.

Définition 8.1 L’estimateur de B défini dans la propriété 8.4 est appelé estimateur des moindres
carrés généralisés. On le note ﬁ vcoa- On a donce

Buce = (XTVIX)TIXTVly

5. 1l est facile de vérifier que si M est une matrice réelle (n,n) inversible, alors lapplication (u,v) € R™ x R® —
|M(uw — v)|| est une distance sur R™ : elle est positive si 4 # v et nulle sinon, symétrique et vérifie I'inégalité
triangulaire.
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8.3.2 Utilisations de 'estimateur MCG de (8

Le fait de voir BMCG comme un estimateur MCO dans le modeéle relatif aux variables transfor-
mées X et Y permet d’obtenir les propriétés de Svica (et des statistiques associées) directement a
partir des résultats du chapitre 5 propres aux modeles de régression linéaire standards.

Cependant, lorsqu’on cherche a interpréter les résultats d’une estimation par MCG il faut bien
se placer dans le modele initial relatif aux variables X et Y, puisque ces dernieres sont les seules
qu’on soit capable d’interpréter (contrairement donc a X et Y. Les notions qu’il est pertinent
d’introduire et d’étudier doivent donc tenir compte de cela. C’est en particulier le cas des valeurs
ajustées

8.3.2.1 Valeurs ajustées, résidus. Estimation de o

La notion de valeur ajustée est introduite pour tenter d’approcher X3, la partie de la variable
endogene expliquée par les variables exogénes. Si on se plagait directement dans le modele trans-
formé servant a obtenir I'estimateur BMCG, on définirait le vecteur des valeurs ajustées comme
X Buce. Une telle définition n’a pas d’intérét au vu de ce que qu’on souhaite approcher au moyen
des valeurs ajustées. La bonne définition est donc la suivante :

Définition 8.2 La i® valeur ajustée issue de ’estimation par MCG est la variable aléatoire notée
Y; définie par Y, = X;BMcg. Le vecteur des valeurs ajustées est le vecteur aléatoire Y de R™ dont
les coordonnées sont les n valeurs ajustées. On a Y = XBMC’G-

On définit aussi le ¢ résidu é; comme l'estimation de la partie de Y; qu’on ne peut expliquer
par les variables exogénes. On a donc dans le contexte d’une estimation par MCG &; = Y; — Y/; et
le vecteur des résidus est € =Y — X Bmca-

L’interprétation des valeurs ajustées et des résidus est rigoureusement identique a celle donnée
a la section 2.4.1 dans le contexte de 'estimation du MRLS par MCO.

8.3.2.2 Tests d’hypothéses

Incomplet : ETA unknown
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Chapitre 9

Compléments

9.1 Lois normales et lois déduites de la loi normale

9.1.1 Lois normales univariées

Définition 9.1 On dit que la variable aléatoire X suit une loi normale (ou gaussienne) s’il existe
un réel p quelconque et un réel o strictement positif tels que la fonction de répartition Fx de X

T 1 — N2
Fy(z) = / 358 4t

2r o

s’écrit

On dit dans ce cas que X est normale (ou gaussienne) et on note X ~ N(u,0?).

Remarque 9.1 X est gaussienne ssi il existe u € R et o €]0,00[ tels que X est une variable
aléatoire réelle continue de densité :

fx(@) = e (55) (9.1)

2r o

Cette fonction étant une fonction de densité, on a fx > 0, ce qu’on vérifie aisément, et

/OO e_%(z;u)de = Vono (9.2)

—00

pour tout u et tout o > 0. Cette derniére égalité sera admise. Pour en trouver la preuve, faire une
recherche internet sur « intégrale de Gauss ».

Comme la densité d’une variable aléatoire permet de connaitre sa loi et que fx n’est paramétrée
que par les réels u et o, on voit que la loi d’'une v.a.r. gaussienne est connue deés que ces deux réels

le sont.
La fonction fx de la définition 9.1 possede les propriétés suivantes.

Propriété 9.1
1. fx(z) >0,Vz eR

2. limy; oo fx(z) =0 =limy 00 fx ()

191
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fx ()
1
V2ro
w—o H p+o x

FIGURE 9.1: Courbe de la densité fx de la v.a.r. X ~ N (u,0?)

3. fx admet un mazimum unique en i : \/2170 = fx(p) > fx(x), Vo # p

4. fx posséde deux points d’inflexion, en u— o et p+ o

5. fx admet un aze de symétrie d’équation v =p : fx(p—xz) = fx(p+z) Vr € R

La preuve de ces propriétés s’obtient par une étude classique de la fonction fx (valeurs, dérivées
premiére et seconde, limites). Elles sont résumées par la figure 9.1.

On remarque que lorsque o — 0, le maximum de fx tend vers 'infini et ses points d’inflexion
tendent vers 4, tous deux de maniére continue et monotone. Autrement dit, si o tend vers 0, la forme
en cloche de la courbe de fx devient plus étroite et plus haute. Graphiquement, cette propriété est
illustrée par la figure 9.2 qui représente la densité de la loi normale d’espérance 0, pour plusieurs
valeurs différentes de 0. On constate que plus o est proche de 0, plus la courbe de la densité de

fx ()
c=20.5
oc=1
o=2
AN

FIGURE 9.2: Forme de la densité de la loi A(0,02) en fonction de o

X est tassée autour de 'espérance. En conséquence, comme la surface sous la courbe de la densité
vaut toujours 1 quel que soit o, pour n’importe quel réel a > u, la probabilité pour que X dépasse
a doit tendre vers 0 lorsque o tend vers 0. C’est ce qui est illustré par la figure 9.3. La probabilité
P(X > a) est la surface sous la courbe de densité a droite de a. Pour une valeur de o correspondant
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a la courbe rouge, cette probabilité est la somme des surfaces bleue et rouge. Pour une valeur de o
plus petite associé a la courbe bleue, cette probabilité est plus faible et n’est égale qu’a la surface
bleue. Comme ceci est vrai pour tout a > u, la probabilité pour que X dépasse u est nulle a la

fx(x)

-4 -3 2 b f 2 3 1g
FIGURE 9.3: P(X > a) en fonction de o pour X ~ N (u,0?)

limite (quand o — 0). Par un raisonnement analogue qui exploite la symétrie de fx autour de 'axe
vertical d’équation x = p, la probabilité pour que X soit plus petite que p est également nulle a la
limite. Donc lorsque o tend vers 0, la loi de X ~ N(u,?) tend vers la loi d'une variable aléatoire
Y telle que P(Y < p) = P(Y > p) = 0. Ce résultat déduit de I'observation des graphiques des
figures 9.2 et 9.3 se démontre formellement. '

Propriété 9.2 Soit un réel p et Y la variable aléatoire telle que P(Y = p) = 1. On note F), la
fonction de répartition de Y, ie., Fy(x) =0 si x < p et F,(x) = 1 sinon. Soit X une variable
aléatoire de loi N'(u,0?). Lorsque o tend vers 0, X tend en loi vers Y :lim, o Fx(z) = F,(x)
pour tout x # p.

Preuve : Pour montrer que Fy (z) — F,(x), il faut établir la limite de I'intégrale Fx (x) = [ fx(t) dt.
Pour cela, on utilise un théoréme qui permet de permuter la limite et I'intégrale, et d’écrire
que lim,0 [“ fx(t)dt = [T lim,_o fx(t)dt. Le théoréme utilisé est le théoréme de
convergence dominée. Il établit que si {g, : n > 1} est une suite de fonctions qui converge
ponctuellement vers g, et pour laquelle il existe une fonction g telle que [ |g(x)|dx < oo
et |gn(z)| < |g(x)| Vz € R et Vn > N pour un certain rang N, alors la limite de 'intégrale
des g, est égale a l'intégrale de goo.

Comme dans 'étude de la convergence, F),(x) ne prend que deux valeurs possibles selon
que x > p ou x < u, on distingue deux cas. On commence par choisir un x > u et on va
montrer que limg,_,0 Fx () = F,,(x) = 1, ou de maniere équivalente que 1—lim,_,o Fx () =
1 — F,(xz) = 0, ou encore que lim, o [~ fx(t)dt = 0. Pour cela, on utilise le théoréme

_l(t=p)?
de convergence dominée dans lequel g, (t) = \/% Te 2 (7%) . Autrement dit on considere

la densité de X avec 0 = 1/n. Il suffit de montrer que limy, 00 [° gn(t)dt = 0. On a

1. La preuve de ce résultat s’obtient facilement en utilisant les propriétés des fonctions caractéristiques. En I’ab-
sence d’une présentation de ce type de fonctions, la démonstration s’appuiera sur la définition 9.1 et sera un peu plus
longue que celle habituellement proposée.
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gn(t) = goo(t) = 0 Vt. D’autre part, pour N suffisamment grand, on a 0 < g,(¢) < gn(t),
Vt > x, Vn > N. Pour le montrer, on remarque que

Uit = Lo i) [(t Y 1]

est du signe de (t—;’i)Q — 1. On peut toujours trouver o = % suffisamment petit (et donc
un N suffisamment grand) tel que cette dérivée est positive en ¢ = x. Elle le restera pour
tout t > x et pour tout ¢ = % avec n > N. Donc pour tout ¢ > x on aura n > N
= gn(t) < gn(t). Finalement, puisque > p, on a [° gn(t)dt < % On peut donc
appliquer le théoréme de convergence dominée avec g = gy et on a lim, o [io° gn(t) dt =

L2 goo(t) dt = 0.

Si on choisit maintenant un & < u, on peut calquer le raisonnement précédent pour obtenir
lim,_,0 Fix (z) = 0. Cependant, en utilisant la symétrie de fx autour de p, on peut montrer
que pour tout x < p, il existe un y > p tel que Fx(x) = 1 — Fx(y). Le raisonnement
précédent établit que le terme de droite converge vers 0 lorsque o — 0.

Cette propriété montre que pour o suffisamment proche de 0, la loi d’une variable aléatoire
N (u,0?) est arbitrairement proche de la loi de la variable aléatoire constante Y = . On consideére
alors que cette derniére est une variable aléatoire gaussienne de variance nulle (o2 = 0). De maniére
générale, tout réel ¢ peut étre vu comme une variable aléatoire gaussienne Y ~ N (c,0).

La propriété 9.3 ci-dessous présente les propriétés les plus utiles de la loi normale univariée. Sa
preuve repose sur le résultat intermédiaire suivant.

2 2
Lemme 9.1 [ ze™ dz =1 et donc [fPze™> dz =0
2 2
Preuve : On note que la fonction z — xe 2 est la dérivée de la fonction z — —e ™2 . Par conséquent

—+o00 22 g2
/ rxe 2 dr = — |:eT
0

Ce qui établit la premiere égalité. On a également

+o00 _ 2 0 +o0 12
/ re 2 dx:/ ze T d:c—{—/ re 2
oo _

22 _ —22 N
Comme la fonction & — ze™2 est impaire, on a f re 2 dxr = — fO ze 2 dzx, d’ou la

seconde égalité.

+oo g2
=1— lim e 2 =1
0 T——+00

Propriété 9.3 Si X ~ N (u,0?), alors B(X) = p et V(X) = o2

Preuve : Ona E(X) = \/— [0, e 2(z;u) dz. On détermine la valeur de l'intégrale, pour laquelle

on effectue le changement de variable y = .On a
] T—1u\2 oo 2 o0 2 o0 2
/ ze~3(*5") dx:/ (Jy+p)efy?adyza2/ ye T dy—l—a,u/ e T dy
—00 —00 —00 —00

Le premier terme de cette somme est nul d’apres le lemme 9.1. En utilisant I’égalité (9.2),
on déduit que le second terme est égal & opv/27. On a donc E(X) = \/2Lo opN 2T = p.
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Par ailleurs, puisqu’on vient d’établir que E(X) =y, ona V(X) = E[(X —p)?] = [* (z—
w)? fx (z)dz. En utilisant cette expression de fy et en effectue le changement de variable
y = (z — p)/o, on peut écrire

V(X) ! /Oo 22 g dy = L /Oo 2% q
= g e g = e
K y="=| v y

 \Vro

On calcule la valeur de l'intégrale. On commence par remarquer que la fonction a intégrer
2
est paire. Par conséquent son intégrale est égale a 2 [;° er_yT dy. On effectue ensuite une
intégration par parties ot l'intégrale a calculer s’écrit [;° u/(y)v(y) dy avec u'(y) = ye T
2

et v(y) = y. On obtient alors u(y) = —e T et v'(y) = 1. Par conséquent

o y2 y2 oo o0 y2
2/ yle T dy =2 {—ye_T} — 2/ —e 2 dy
0 0 0

2
Le premier terme de cette différence est —2lim,_, yein = 0. Le second est égal & /27

(en appliquant 1’égalité (9.2)). On en déduit donc que

La remarque 9.4 et la propriété 9.3 montrent que la loi d’une variable aléatoire gaussienne est
entierement caractérisée par son espérance et sa variance. Parmi toutes les possibilités pour ces
deux moments, on distingue le cas correspondant & la loi normale N(0, 1). Cette loi est appelée loi
normale centrée réduite. C’est une loi pour laquelle la ’espérance et la variance sont “normalisée”
a 0 et 1, respectivement. Elle joue un role central dans 1’étude et la manipulation des lois normales,
ainsi qu’on le montrera plus bas.

Propriété 9.4
1. 8i X ~ N(u,0?) alors X +b~ N(u+b,0%) pour tout réel b.
2. 8i X ~ N(0,0?) alors aX ~ N(0,a%02) pour tout réel a.

Prewve: 1.0na P(X +b < xz) = P(X < 2 —0) et en effectuant le changement de variable
u=t+bona

—u u— 2
P(X <z-0b)= / —— el (=2)° dt = / sl ) du

2o 2o
Donc la variable X + b admet une densité correspondant & celle d’une variable N (u +
b,0?), d’ott le résultat.

2. Considérons d’abord le cas a > 0. On a P(aX < z) = P(X < x/a) et en effectuant le
changement de variable u = at on a

P(X < z/a) = / e 3(7)

2r o

|«~¢~
Q_.
~
I
\

21 aoc
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Donc la variable aX admet une densité correspondant & celle d’une variable A'(0, a?0?),
d’oti le résultat.

On suppose maintenant ¢ < 0. On a P(aX < z) = P(X > z/a) et en utilisant la
symétrie de la densité de X autour de 0 on a

00 1 2 —z/a 1 2
P(X > z/a) = / e 35 qr = 33 a
z/a V2O —c0 2r o
On peut a présent effectuer le changement de variable u = —at et on a

N TC
(& o

> x 1
S 2w o )t /—oo V21 (—ao)

Donc la variable aX admet une densité correspondant & celle d’une variable A'(0, a20?),

d’ou le résultat.
Finalement, si a = 0 la variable aléatoire a X est égale a 0. En utilisant la propriété
9.2 et la remarque qui suit, on a aX ~ N(0,0), d’ou le résultat.
En appliquant les résultats de la propriété 9.4 avec a = % et b = —pu, on obtient un résultat
important qui montre que dés qu'on a une loi normale A (u,0?) quelconque, on peut toujours se
ramener & la loi normale centrée réduite A (0,1).

Corollaire 9.1 Si X ~ N(u,0?), alors la variable aléatoire Z = X—;H suit une loi N'(0,1).

La propriété 9.4 permet d’obtenir facilement un résultat important sur les loi normales univa-
riées.
Propriété 9.5 Pour n’importe quelle paire de réels (a,b), la variable aléatoire définie par Y =
aX + b est gaussienne avec Y ~ N(ap + b,a’c?).

Preuve : On note que Y = a(X — u) + (ap + b). D’apres le point 1 de la propriété 9.4, la variable
aléatoire (X —u) suit une loi (0, 0%). D’apres le point 2 de cette méme propriété, a(X — p)
suit une loi V(0, a?0?). En appliquant une nouvelle fois le point 1, on déduit que la variable
a(X — p) + (ap + b) suit une loi N(ap + b,a’0?).

En appliquant le résultat précédent avec a = o et b = p, on a la réciproque du corollaire 9.1 : a

partir d’une variable aléatoire Z ~ A/(0,1) on peut obtenir n’importe quelle loi normale N (u, 0?).

Corollaire 9.2 Si Z ~ N(0,1), alors X = 0Z + p suit une loi normale N (i, 0?).

Les corollaires 9.1 et 9.2 montrent le réle primordial joué par la loi N'(0,1) dans I’étude et 1'utilisa-
tion des lois normales. Ce résultat a un équivalent dans le contexte des lois normales multivariées.

9.1.2 Lois normales multivariées
La notion de variable gaussienne s’étend a des n-uplets de variables aléatoires.

Définition 9.1 Soient X1,...,X,, n variables aléatoires. Le n-uplet X = (X1,...,X,,) est un n-
uplet gaussien, si pour tout n-uplets (ay, ..., a,) de réels, la combinaison linéaire a1 X1+ -+ a, X,
est une vartable aléatoire gaussienne.
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Dans le cas ol on manipule des n-uplets de variables aléatoires, il est commode de voir ce
n-uplet comme un vecteur aléatoire de R", i.e., un vecteur dont les coordonnées sont des variables
aléatoires. Dans ce cas, on dit que X est un vecteur gaussien de taille n et on écrit ses coordonnées
en colonne :

X1
X=1|: ou X = (X1,...,X,)"
Xn

De la définition 9.1, on tire immédiatement le résultat suivant.

Propriété 9.6 Si X est un vecteur gaussien, alors tout entier m € {1,...,n} et pour tout choix
d’indices i1,...,im dans {1,...,n}, le sous-vecteur (X;,,...,X;, )" de X est gaussien. En parti-
culier, chacune des variables aléatoires qui composent X est une variable aléatoire gaussienne.

Preuve : Toute combinaison linéaire de Xj,,...,X;, est une combinaison linéaire de Xi,...,X,,.
Le cas particulier des variables qui composent X s’obtient en choisissant m = 1.
La réciproque de ce résultat n’est pas vraie. En général, un vecteur formé & partir de variables
aléatoires gaussiennes n’est pas nécessairement gaussien, ainsi que le montre ’exemple suivant.

Soit Z une variable aléatoire N'(0,1) et X une variable aléatoire indépendante de Z telle que
P(X = —1) =P(X = 1) = 1. Considérons la variable aléatoire Y = XZ. On a

P(Y<2)=P(XZ<a)=P(XZ<2,X =1)+P(XZ<z,X =—1)
—P(Z<e,X=1)+P(Z> 2, X = 1)
“P(Z<a)P(X = 1)+ P(Z > —2)P(X = —1) = %[P(Z <) +P(Z> —a)]
=P(Z <x)

ou la derniére égalité résulte de la symétrie de la loi A(0,1) autour de 0. On en déduit que Y a la
méme loi que Z, i.e., Y ~ N(0,1). Or le couple (Y, Z) ne peut étre gaussien. En effet, 8’il 1’était,

la variable aléatoire Y + Z devrait étre gaussienne. Or
PY+Z=0)=P(X+1)Z=0)=P(X =-1)=
ce qui serait impossible si Y + Z était gaussienne.

Remarque 9.2 D’apres la définition ci-dessus, la loi d’un vecteur gaussien est caractérisée par
les lois de toutes ses combinaisons linéaires (il faut vérifier que ces lois sont des lois gaussiennes).
Comme on I’a remarqué dans la section 9.1.1, une loi gaussienne est caractérisé par son espérance et
sa variance (ou son écart-type). Par conséquent, la loi d’une combinaison linéaire a1 X1+ - - +a, X,

est caractérisée par
E(a1 X1+ 4+ anXpn) = a1 + -+ + anpin

n n
et V(a1X1 + -4 aan) = Z Z a;QiWij
i=1j—=1
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ou p; = BE(X;) et w;j = cov(Xy, Xj), 4,5 =1,...,n. Donc pour un choix donné de ay, ..., ay, la loi
de a1 X1 +---+a, X, est enticrement caractérisée par les nombres p; et w;j;, 4,5 = 1,...,n. Comme
c’est le cas pour toute combinaison linéaire, on voit que la loi du vecteur X doit étre entierement
caractérisée par ces mémes nombres. Si on définit

— le vecteur E(X) dont la i® coordonnée est E(X;)

— la matrice V(X) dont le (z,7)° élément est cov(X;, X;)
alors la loi d’un vecteur gaussien X est entierement caractérisée par le vecteur E(X) et la matrice
V(X). Par conséquent, on note X ~ N, (E(X),V(X)). Si on a E(X) = p et V(X) =V, on note
X ~ Nyp(p, V).

La matrice V(X) est appelé matrice des variances-covariances de X. Ses éléments diagonaux

sont les variances des variables X1, ..., X,, et ses éléments hors diagonale sont les covariances entre
ces variables. Cette matrice possede les propriétés suivantes. R]

Propriété 9.7 Soit X un vecteur aléatoire (pas forcément gaussien). On a
1. V(X) = E[(X — E(X))(X —E(X))"] = E(XXT) — E(X)[E(X)T] ot pour toute matrice de
variables aléatoires A = (Ajj)i=1,...p,j=1,...q» E(A) est la matrice des espérances dont le (i,7)¢
élément est E(A;j).
2. Si B est une matrice de nombres réels de taille p x n, alors V(BX) = BV(X)B".

3. V(X) est symétrique semi-définie positive. Elle est définie positive si et seulement si quels
que soient les réels ag, . . . ay, Uégalité P(apg +a1 X1 + -+ apnX,, = 0) = 1 implique ag = a; =
- =a, =0.

Preuve : 1. D’apres la définition de E(X), le ¢ élément de X — E(X) est X; — E(X;). Donc le
(i,7)¢ élément de (X — E(X))(X — E(X))T est Vi; = (X; — E(X;))(X; — E(Xj)). Le
(i,7)° élément de E[(X —E(X))(X —E(X)) '] est E(Y;;) = cov(X;, X;), ce qui montre
la premiere égalité. Pour montrer la seconde, on se sert de I'expression cov(X;, X;) =
E(X;X;) — E(X;)E(X;) et en procédant comme avant, on montre que c’est le (4,7)°
élément de E(XX ") — E(X)[E(X)T].

2. Ce résultat s’obtient en utilisant l’expression de la variance donnée dans le point
précédent de cette propriété.

3. La symétrie de V(X) résulte de celle de la covariance : cov(X;, X;) = cov(X;, X;)
Vi, j.
Par ailleurs, pour tout vecteur A de R", le point précédent permet d’écrire que
ATV(X)AN = V(ATX). Or AT X est la variable aléatoire A X1 + -+ + A\, X, et la va-

riance d’une variable aléatoire n’est jamais négative. Par conséquent ATV (X)\ > 0,

VA e R
Finalement, supposons que l'implication P(ag+a1 X1+ +a,X,, =0) =1 = ag =
a; = --- = ap = 0 soit vraie. Soit A € R™ avec A # 0,,. Ona ATV(X)A = V(ATX) > 0.

Supposons que V(AT X) = 0. Dans ce cas, il existe un réel ¢ tel que P(ATX =¢) = 1.
D’apres I'implication supposée vraie, on devrait avoir c = Ay = --- = A, = 0 ce qui
contredit I’hypothése posée A # 0,,. Par conséquent, V(ATX) > 0 VA € R", A\ # 0,
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Supposons maintenant que V(X) soit définie positive et qu’on puisse trouver des
réels ao, . . ., a, non tous nuls, tels que P(ap +a1 X1 +---+a,X, =0) = 1. En posant
a=(a,...,ay)", on aalors a"V(X)a = V(a" X) = 0 avec a # 0, ce qui contredit
I’hypothese de départ que V(X)) est définie positive.

En utilisant la remarque de la fin de la section précédente, on voit qu’'un vecteur donné de R"
est un vecteur gaussien. Plus précisément, pour tout vecteur ¢ € R", on peut définir le vecteur
aléatoire A tel que P(A = ¢) = 1. Pour tout vecteur a € R” on a P(a"A = a'¢) = 1, on peut
considérer que la “variable aléatoire” a" A est gaussienne avec a' A ~ N(a"¢,0) (voir la remarque
qui suit la propriété 9.3). Cela montre que toute combinaison linéaire de A est une variable aléatoire
gaussienne et donc que A est un vecteur gaussien.

En utilisant la définition 9.1 et le point 2 de la propriété 9.3, on obtient facilement le résultat
suivant.

Propriété 9.8 Si X est gaussien de taille n, alors pour tout vecteur a € R™ et toute matrice A
de taille m x n, le vecteur Y = a + AX est un vecteur gaussien de taille m.

Propriété 9.9 Soit n € R™ et V' une matrice symétrique semi-définie positive, de taille n x n. On
définit le vecteur aléatoire X = p+ AZ ot Z ~ Nyp(On, I,) et A est une matrice n X n telle que
AAT =V. Ona X ~N,(p,V).

Preuve : L’existence de la matrice A est garantie par le fait que V est symétrique semi-definie
positive. Comme Z est gaussien, la propriété 9.8 implique que X = u+ AZ est un vecteur
gaussien. On calcule alors E(X) = p+ AE(Z) = p et V(X) = V(AZ) = AV(2)AT =
AAT =V.

Propriété 9.10 Si X est un n-uplet gaussien Ny, (u, V) et V' est définie positive, alors
1 T2 Tn
P(Xlle,XQSI'Q,...’Xnan):/ / / fx(tl,tg...,tn)dtl,dtg...dtn
—o0 J —0o0 —00

ot la fonction fx est définie par

fxlby,- o tn) = We@ (50— V- w)
1 1
= Gy i O | ~g 2o 2 vt — )t — )

i=1j=1
ett=(t1,...,tn)" et v estle (i,j)¢ élément de V1.

Dans la propriété précédente, la fonction fx est la fonction de densité de X. La condition V' définie
positive garantit que |V| # 0 et donc que V! existe.

L’expression de la densité d’'un vecteur aléatoire X gaussien formalise la remarque faite précé-
demment que la loi de ce vecteur est entierement caractérisée par E(X) et V(X).

Une propriété fondamentale de la loi normale multivariée établit que pour cette loi 'indépen-
dance et la non-corrélation sont équivalentes. On commence par rappeler la notion d’indépendance
pour des vecteurs aléatoires.
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Définition 9.2 Soit (X1,...,X,,) un n-uplet de variables aléatoires. On dit que Xy,..., X, sont

indépendantes (ou indépendantes dans leur ensemble) si pour tout entier m € {1,...,n} et tout
m-uplet (i1,...,4y,) d’éléments distincts de {1,...,n} on a

P(Xi <p,..., X, Sam) =P(Xy; <@1) x - x P(X,, < ay) (9.3)
pour tout (x1,...,2Ty) € R™.
Autrement dit, X1, ..., X, sont indépendantes si la loi jointe de tout m-uplet de variables distinctes
prises parmi X1,..., X, est égale au produit des lois marginales des variables de ce m-uplet.

Un conséquence immédiate de cette définition est que les variables de tout m-uplet formé a

partir de n variables indépendantes (distinctes) sont aussi indépendantes.

Il ne faut pas confondre I'indépendance des variables X1, ..., X,, avec leur indépendance deux
a deux, qui établit que pour n’importe quelle paire de variables distinctes prises parmi Xq,..., X,
on a P(X; < a,X; <b) =PX; <a)P(X; <b), ¥(a,b) € R% 1l ne faut pas non plus assimi-
ler 'indépendance de Xi,...,X,, a la condition P(X; < z1,...,X,, < z,,) = [[IL; P(X; < x;),
V(z1,...,2,) € R™

On présente un résultat intermédiaire sur les variables indépendantes qui permet de simplifier

la preuve de la propriété 9.12.

Lemme 9.2 Soit X = (X1,...,X,,) un n-uplet de variables aléatoires (pas forcément gaussien).

1. Si pour tout i = 1,...,n, il existe un réel ¢; tel que P(X; = ¢;) = 1 (i.e., la variable X; est
constante), alors Xi,...,X, sont indépendantes.

2. Sipour unr € {1,...,n}, il existe des réels ¢, 11, ..., cy pour lesquels P(X,11 = ¢py1) = -+ =
P(X, = ¢,) = 1 (autrement dit, les n — r derniéres variables de X sont constantes), alors
X1,..., X, sont indépendantes si et seulement si X1,...,X, le sont.

Preuve : 1. Pour tout z € R et tout indice i = 1,...,n, on a P(X; < z) = 0 ou 1, selon que
x < ¢; oux > ¢;. Pour tout m, tout choix de (z1,...,z,) € R™ et tout choix d’indices
11y...,0m ON & :

m
0= HP(Xik <) si Jk t.q. zp < cg
k=1
P(XZ S I, ,Xl'm S xm) =
m
1= HP(Xik < zy) sinon
k=1

ou ces égalités résultent de P(ANB) =0si P(A) = 0,et P(ANB) = P(B)si P(A) = 1.
2. Supposons que X1, ..., X, soient indépendantes. Alors d’apres la remarque qui suit
la définition 9.2, les variables X7,..., X, le sont aussi. Réciproquement, supposons
que X1,...,X, soient indépendantes. La condition (9.3) est satisfaite a chaque fois
que tous les indices iy, ..., i, sont pris dans {1,...,r}. De plus, cette condition est
également satisfaite si tous ces indices sont choisis dans {r + 1,...,n}, d’apres le
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point précédent de ce lemme. Pour que X1, ..., X,, soient indépendantes, il reste par
conséquent a vérifier que la condition (9.3) est vraie lorsque parmi i1,...,4, il y a
des indices & la fois dans {1,...,7} et dans {r + 1,...,n}. Soient donc m un entier
dans {1,...,n}, un m-uplet de réels (z1,...,2,,) et des indices iy,...,iy,, choisis
dans {1,...,n} de sorte que [ d’entre eux (les [ premiers par exemple) soient dans
{1,...,7} et m — [ soient dans {r + 1,...,n}. Afin d’alléger la notation, pour tout
k=1,...,m, on note Ay I'événement (X;, < xy). Sipour un indice k € {I{+1,...,m}
on a P(A;) =0, alors P(A; N---NA,) =0 =], P(Ax). Dans le cas contraire ou
P(Aj;1)=--=P(A4,)=1,ona:

m m

l
P(A N NAp) =PA1N---nA)=[][P(4) [ PAx) =]]P(4)
j=1

k=l+1 i=1

ou la premiere égalité vient de P(Ag) =1, k =1+1,...,m, et la deuxiéme du fait que
par hypothese et choix des indices, X;,,...,X;, sont indépendantes. Dans les deux
cas, la conditions (9.3) est bien vérifiée et Xy, ..., X,, sont indépendantes.

Propriété 9.11 Soit X ~ N, (1, V). Les coordonnées X1, ..., X, de X sont des variables aléatoires
indépendantes si et seulement si la matrice des variances-covariances V est diagonale.

Preuve : Si Xq,...,X,, sont indépendantes, alors elles sont non-corrélées et les éléments hors dia-
gonaux de V sont nuls : V' est donc diagonale.
Supposons & présent que V soit diagonale et notons o7, ..., 02 ses éléments diagonaux. Afin

de couvrir le cas ou V n’est pas définie positive, on permet que certains éléments de sa
diagonale puissent étre nuls. Quitte & renuméroter les coordonnées de X (ce qui ne change
rien au fait que sa matrice des variances-covariances soit diagonale), on suppose que pour
un certain 7 € {0,1,...,n},onac; >0pourk=1,...,retoi =0pourk=r+1,...,n
(Si r = n, aucun élément diagonal de V n’est nul.) Dans ce cas, puisque V(X;) = 022, les
variables aléatoires X,1,...,X, sont constantes. Si r = 0, alors toutes les variables du
n-uplet X sont constantes et on peut appliquer le point 1 du lemme 9.2 pour conclure
que Xq,...,X, sont indépendantes. Si r > 0 alors d’apres le point 2 de ce méme lemme,
X1,...,X, sont indépendantes si X1,..., X, le sont. On va donc montrer que c’est la cas.
Soit m un entier dans {1,...,7} et i1,...,4, des éléments de {1,...,r}. D’apres la pro-
priété 9.6, Y = (X;,,...,X;,,)" est un vecteur gaussien et chacune des coordonnées de Y
est une variable aléatoire gaussienne. On a E(Y') = (,u“, vy i) " De plus, V(Y) est une
Ufm. Puisque i, € {1,...,7},
on a forcément agk > 0, k = 1,...,m. Donc la matrice V(Y) est définie positive. Son

matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont O'Z TEREE
déterminant est égal au produit de ses éléments diagonaux : [V(Y)| = [[jL, o7, . De plus,
V(Y)™! est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont I'inverse des éléments
diagonaux de V(Y). Pour tout @ € R™ on a a' V(Y)ta = 7" (ar/0i,)?. En utilisant la
propriété 9.10, on peut écrire

Tm Z ti “ik)
P()(Z1 <z,...,X;, §xm) l / / k=1\ 7 dty... dt,,
(2m)2 |V E



202 CHAPITRE 9. COMPLEMENTS

-

1

2

et

Donc on peut écrire

1 T 1 m _l(ti Mk)2
P(Xi, <z1,..., X, <) :/ / - - IIe *\ 7 /7 dty... dim
- © [lk=1 /2705, k=1
1 T T 1 A"
B B | LG T
0 -0 L Qo2
1

/f m/_%fxil(tl) X X fxg, (@) diy - di,

_ / Yt dt xcox [ fx (o) db

e} —00

=8
8
3

Y A )2
ou fx,, (t;) = ———e °* ( i, est la densité de la variable gaussienne X;,, k =1,...,m

(voir la définition 9.1). On en déduit que
P()(Z1 S L1y >Xim S xm) = P()(Z1 S xl) X+ X P(le S CCm)

Ceci étant vrai pour tout m, tout x1, ..., x,, et tout i1, ..., 4,,, on en conclut que X1, ..., X,
sont indépendantes.

Bien qu’il soit en général faux de dire qu’un vecteur formé de variables gaussiennes est gaussien,
il existe un cas particulier et important dans lequel ceci est vrai.

Propriété 9.12 Si Zy,..., Z, sont n variables aléatoires gaussiennes indépendantes, alors le vec-
teur Z = (Z1,...,Zy) est gaussien.

Un cas particulier de la propriété précédente s’obtient lorsque les variables indépendantes
Z1,...,Zy sont toutes de loi A (0,1). Dans ce cas, E(Z) = 0, et V(Z) = I, ou I, est la ma-
trice identité n X n, et on a Z ~ Ny (0p, I,).

Les propriétés 9.8 et 9.12 permettent de montrer que pour tout vecteur u € R™ et toute matrice
symétrique définie positive V' de taille n x n, on peut construire un vecteur aléatoire gaussien X
tel que X ~ Ny, (u, V') & partir de variables aléatoires Z1, ..., Z, indépendantes, de loi N'(0,1).

On termine cette section en présentant un résultat semblable & la propriété 9.11 valable pour
des sous-vecteurs d’un vecteur aléatoire gaussien.
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Définition 9.3 Soient X = (X,...,X,) et Y = (Y1,...,Y,) deuz vecteurs aléatoires. On dit que
X etY sont indépendants si la loi de (X,Y) est égale au produit de la loi de X par celle de Y :

P(Xl Sal,...,ngap,Yl Sbl,...,Yquq):P(Xl §a1,...,Xp§ap)><

pour n’importe quels réels ay,...,ap,bi, ..., by.

Propriété 9.13 Soient X etY deux sous-vecteurs d’un vecteur gaussien. On forme le vecteur gaus-
sten Z = v X et'Y sont indépendants si et seulement si la matrice des variances-covariances

de Z est bloc-diagonale, de la forme

Preuve : Si X et Y sont indépendants, alors toutes les covariances entre une coordonnée de X et une

coordonnée de Y sont nulles. Par définition de la matrice V(Z) (voir page 198 avant la pro-
priété 9.7), ce sont précisément ces covariances qui constituent les blocs extra-diagonaux
de V(Z). Cette matrice a donc dans ce cas la forme donnée dans I’énoncé.
Supposons maintenant que cette matrice soit bloc-diagonale. Sa matrice inverse sera éga-
lement bloc-diagonale et en utilisant un procédé semblable a celui utilisé dans la preuve de
la propriété 9.11, on peut séparer de maniere multiplicative la densité de Z en une partie
qui ne dépend que des coordonnées de X d’une part, et une partie qui ne dépend que des
coordonnées de Y, d’autre part. On arrive ainsi a écrire une égalité semblable a celle de la
définition 9.3.

Remarque 9.3 Dans le résultat précédent, on constate qu’il y a indépendance entre deux sous-
vecteurs d’un vecteur gaussien des que toutes les covariances qu’il est possible de former a partir des
couples de leurs coordonnées sont nulles. Ceci peut s’exprimer a partir de la matrice de covariance
entre le vecteur X et le vecteur Y, notée cov(X,Y) et dont I’élément constitutif est cov(X;,Y;), ou
X; et Y} sont respectivement la i coordonnée de X et la j¢ coordonnée de Y. Cette matrice est donc
de dimensions p X g ou p est la taille du vecteur X et ¢ celle de Y. En utilisant la méme méthode
que dans la preuve de la propriété 9.7, on montre que cov(X,Y) = E{(X —E(X))(Y — E(Y))T} =
E(XYT) - E(X)E(Y)". Il est alors facile de montrer que cov(Y, X) = cov(X,Y)T.

La condition nécessaire et suffisante pour que les deux sous-vecteurs X et Y de la proposition
précédente soient indépendants est que la matrice cov(X,Y") soit nulle.

Notons que la matrice cov(X,Y’) possede les propriétés suivantes, qui s’obtiennent directement
en utilisant sa définition, ainsi que les propriétés des covariances entre variables aléatoires.

Propriété 9.14 Soient X et Y deux vecteurs aléatoires de R™ et R™ respectivement. La matrice

cov(X,Y) définie dans la remarque ci-dessus satisfait les propriétés suivantes :

1. cov(Y,X) = cov(X,Y)T
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2. cov(X,a + AY) = cov(X,Y)AT et donc (en utilisant le premier point) cov(b+ BX,Y) =
Beov(X,Y)
3. cov(X,X) = V(X)
ot a etb sont des vecteurs (non aléatoires) de Rl et R% respectivement, et A et B sont des matrices
réelles (non aléatoires) de dimensions q, X n et q, X n respectivement.

Les deux propriétés précédentes et la définition de la matrice cov(X,Y’) permet d’obtenir le

résultat suivant.

Propriété 9.15 Soit Z ~ N,(u, V) ot V peut s’écrire V.= o*I,, pour un certain réel o. Soient
A et B deuz matrices réelles de dimensions respectives ma X n et mg x n. St ABT = 0, alors les
vecteurs aléatoires AZ et BZ sont indépendants.

Preuve : Définissons le vecteur aléatoire Y par

ouC = (g) . Il est facile de vérifier que toute combinaison linéaire des coordonnées de Y

s’écrit comme une combinaison linéaire des coordonnées de Z. Par conséquent, Y est un

vecteur gaussien et étant donnée sa forme, on a

cov(BZ,AZ), V(BZ)

En utilisant la propriété 9.13, AZ et BZ seront indépendants si et seulement si
cov(AZ,BZ) = 0. D’aprés la propriété 9.14, on a cov(AZ,BZ) = Acov(Z,Z)BT =
AV(Z)BT. Comme V(Z) = 021, on a cov(AZ, BZ) = ¢>ABT = 0.

Remarque 9.4 Notons que sous les conditions de la propriété 9.15, toute fonction de AZ est
indépendante de toute fonction de BZ. Un cas important dans lequel ce résultat est utilisé est
celui ou les matrices A et B telles que AB = 0 sont symétriques et idempotentes. Dans ce cas,
si Z ~ Ny(0,,0%1,) alors les formes quadratiques ZTAZ et ZTBZ sont des variables aléatoires
indépendantes I'une de I'autre. De méme la variable aléatoire Z™ AZ est indépendante du vecteur
BZ. Le point 3 de la propriété 6.1 est basé sur cette remarque.

9.1.3 Lois dérivées de la loi normale

Dans de nombreuses applications, on est amené a utiliser des variables aléatoires construites
comme des fonctions de plusieurs variables aléatoires gaussiennes.

9.1.3.1 La loi du y?

Définition 9.4 La loi du x? a v degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire C = Y% | Z2,
ou Z1,...,Z, sont des variables aléatoires N'(0,1) indépendantes. On note C ~ x?(v)
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Notons que si on considere les variables Z7,..., 7, comme les coordonnées du vecteur aléatoire
Z = (Zy,...,7Z,)" € R, alors la variable C' de la définition est le carré de norme de Z. Donc la
définition dit que si Z ~ N, (0,,1,) alors || Z]|? ~ x2(v).

Propriété 9.16
1. Soit C ~ x*(v). On a
(a) P(C <z) =0, Vx <0 et pour z > 0,

x
P(C < ) :/ ——t5lendt
0o 22I'(%)
. .y s 1 r_1 _z \ .
i.e. C admet sur Ry une densité fo(x) = maﬁ e 2 ou I est la fonction gamma
2 =z
2

définie sur Ry par x — I(z) = [0 t* le ! dt.
(b) E(C)=v et V(C)=2v
2. Soient Cy ~ x%(v1) et Cy ~ x*(v2) indépendantes. Alors Cy + Cy ~ x2(v1 + v3).
Détermination des valeurs de la distribution du x? au moyen d’un tableur et du logiciel R :

Probabilité P(C, < z) | Quantile g, : P(C), < ¢p) =p
Tableur | 1 - LOI.KHIDEUX(x;v) | LOI.KHIDEUX.INVERSE(p;v)

R pchisq(z,v) qchisq(p,v)

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires indépendantes telles que Xy ~ N (puy, a,%), avec g > 0
pour k =1,...,v. On a Z, = XLJ;M ~ N(0,1) d’apres le corollaire 9.1. De plus, Z1,...Z, sont
indépendantes et d’apres la propriété 9.12, le vecteur aléatoire Z = (Z1,...Z,)" est gaussien
N,(0,,1,) et donc || Z]|? ~ x?(v). On note X le vecteur aléatoire de R? de coordonnées X1, ..., X,,
w le vecteur de coordonnées pi, ..., u, et V la matrice des variances-covariances de X, autrement
dit

X [ cf 0 - 0
X L2 0 o -~ 0
X=1" n=1" v=|. .
X, L 0 0 --- o2

I est facile de vérifier que (X —p)"V 1 X —p) = Y71 Z2 = ||Z]|*. On a donc le résultat suivant.

Corollaire 9.3 5i X1,..., X, sont v variables aléatoires indépendantes, gaussiennes de variances
non nulles, alors (X — p)TV=HX — u) ~ x%(v) ot pu et V sont respectivement l’espérance et la
matrice des variances-covariances du vecteur X = (Xq,...,X,)".

Le corollaire ci-dessus montre que des que des variables gaussiennes ont une matrice des variances-
covariances V diagonale, alors la forme quadratique (X — )TV ~1(X — 1) est une variable aléatoire
suivant une loi du x2. On a un résultat plus général qui exploite la propriété centrale de I’équivalence
entre I'indépendance et la non corrélation pour les variables gaussiennes.

Dans le cas ou un vecteur gaussien X n’a pas une matrice des variances-covariances V' diagonale
(et donc les variables qui constituent les coordonnées de X ne sont pas indépendantes), on peut
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effectuer un changement de base pour lequel le vecteur X exprimé dans cette nouvelle base a une
matrice des variances-covariances diagonale. Le changement de base étant une opération linéaire,
grace aux propriétés 9.7 et 9.8, aprés changement de base on a toujours un vecteur gaussien, mais
dont la matrice des variances-covariances est diagonale. Comme on I’a montré dans le corollaire
9.3, on peut alors lui associer une forme quadratique dont la loi est une loi du 2. On énonce et
prouve ce résultat de maniere formelle.

Propriété 9.17 Si X ~ N, (11, V) avec V inversible, alors (X — p)"V=HX — ) ~ x2(v).

Preuve : Soit P la matrice de passage telle que A = P~V P est diagonale. Comme V est réelle
symétrique, on peut choisir P orthonormée, i.e., telle que PTP = I,,. Dans ce cas P~1 = PT
et A = P"VP. Sion définit le vecteur aléatoire de Y de R par Y = P"(X — p), alors
d’apres la propriété 9.8, Y est un vecteur gaussien, et en utilisant la propriété 9.7, on
aEY)=PEX-u =0,et VY) =P V(X —p)P = P'VP = A. Autrement dit
Y ~ N,(0,,A). Comme A est diagonale, en utilisant le corollaire 9.3 on a YTA!Y ~
x2(v). Or en utilisant le fait que P~' = PT, on a A= = PTV~!P. Donc YTA™!Y =
(X —p)TPAIPT(X —p) = (X — p)"VHX — p). D'ott le résultat.

On constate que Y et X désignent le méme vecteur de R” exprimé dans les deux différentes bases,

pour lesquelles la matrice de passage est P

Il existe un autre cas important dans lequel une forme quadratique en un vecteur gaussien a
une distribution du x?2.

Propriété 9.18 Soit A une matrice symétrique idempotente (i.e., A> = A) de dimensions v X v.
Soit X ~ N, (0,,1,). On a XTAX ~ x2(r) ot r est le rang de A.

Preuve : Comme A est symétrique, on peut trouver un matrice de passage P orthonormée et une
matrice diagonale A telles que A = PTAP, ou encore telles que A = PAP'T. Comme
P est orthonormée, on a A2 = PAPTPAPT = PA?PT. Comme A% = A on doit avoir
PA%2PT = PAPT ou encore A2 = A (puisque P est inversible). Comme A est diagonale,
cette égalité équivaut & A2 = \;, i = 1,...,v ol \; est le i® élément diagonal de A. Par
conséquent \; € {0,1} pour tout i. On note g (¢ < v) le nombre d’éléments diagonaux de
A égaux a 1. Quitte a changer I'ordre des lignes de P et de A, on peut toujours supposer
que les g premiers éléments diagonaux de A sont égaux a 1 et les v — ¢ derniers égaux a 0.
Schématiquement, la matrice A a la forme

Son rang est évidemment égal & ¢g. De plus, comme A = PT AP et que P est inversible (de
rang p), A ale méme rang que A. On a donc ¢ = 7. On définit a présent le vecteur Y = PT X.
En appliquant les propriétés 9.7 et 9.8 et le fait que P est orthonormée, on déduit que
Y ~ N,(0,,1,). On peut alors écrire XTAX = XTPAPTX = YTAY =Y ,V? ot la

derniére égalité provient de la forme de A. En appliquant la définition 9.4, on obtient le
résultat voulu.
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Remarque 9.5 La réciproque de ce résultat est également vraie : si pour une matrice A symétrique
et un vecteur X ~ MN,(0,,1,), la variable aléatoire XTAX suit une loi du x?(r), alors A est
idempotente et de rang r. Ces résultats sont des cas particuliers d’un résultat plus général appelé
théoréeme de COCHRAN.

9.1.3.2 La loi de Fisher

Définition 9.5 La loi de Fisher a (n,d) degrés de liberté est la loi de la variable aléatoire F = Cy7d
ot Cp, ~ x2(n) et Cy ~ x2(d) sont indépendantes. On note F ~ F(n,d)

Propriété 9.19 Si F' ~ F(n,d) alors :
1. P(F<z)=0six<0et

+

2 d n .d z tgil
P(F <z)=—2 %lnEdE/ ————dt
L(HI(3) 0 (d+nt) 2

st x> 0.

2. E(F) n'est définie que pour n > 2 et on a E(F) = 5. La variance de I’ n’est définie que

pourn>4etonaV(F):m+€r§))2'

3. + ~ F(d,n).

Détermination des valeurs de la distribution de Fisher au moyen d’un tableur et du logiciel R :

Probabilité P(F < z) | Quantile ¢, : P(F < ¢,) =p

Tableur | 1 - LOI.F(x;n;d) | INVERSE.LOI.F(1—p;n;d)
R pf(x,n,d) qf (p,n,d)

9.1.3.3 La loi de Student (et loi de Cauchy)

Définition 9.6 La loi de Student a v degrés de libertés est la loi de la variable aléatoire T, définie

par

VA
T, = —/—

e

ot Z ~ N(0,1) et C ~ x?(v) sont indépendantes. On note T,, ~ 7(v).

Propriété 9.20 Si T, ~ 7(v) alors :
v+1

1 F 5 x t2 v
:—%/ (1+—)"= dt
VVTGT(E) Jeo™ v
2. E(T,) n'existe que siv > 1 et on a E(T,) = 0. La variance de T, n’est définie que pour v > 2
et on a V(T,) = ;%.

v

3. (T))* ~ F(1,v).

1. P(T, <)
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Siv =1, laloi de T} est la loi de Cauchy (T} est le ratio de deux lois AV (0,1) indépendantes).
Cette variable ne posséde aucun moment.

Détermination des valeurs de la distribution de Student au moyen d’un tableur et du logiciel R :

Probabilité P(T, < x) Quantile g, : P(T, < ¢,) =p

Tableur | 1-LOI.STUDENT(x;v;1) | LOI.STUDENT.INVERSE(2(1 —p);v)
R pt(z,v) qt(p,v)
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9.2 Projection orthogonale

On présente dans cette section les principaux résultats liés au probleme de la projection ortho-
gonale d’un espace sur un autre. Si on se donne un ensemble F et une partie F' de E, I'opération
de projection consiste a associer a tout z € F un élément y de F' qu’on peut interpréter comme
une approximation de z. Il existe évidemment plusieurs manieres de réaliser une projection. Les
possibilités offertes dépendent des structures qu’on donne aux ensembles E et F. On considérera
ici que E a une structure d’espace vectoriel et que F' est un sous-espace de F.

Avec une telle structure, on sait que si G est un sous-espace de E supplémentaire de F', alors
tout élément (vecteur) z de E se décompose de maniére unique comme la somme d’un élément de
F et d’un élément de G : x = xp+x¢q, avec xp € F et ¢ € G. Un manieére de projeter x sur F est
d’associer a x I'élément xp de F dans la décomposition de x sur F' et GG. Dans ce cas, on appelle zp
la projection de z sur F', parallelement a G. Ce mécanisme est illustré par le graphique de la figure
9.4. E est I'espace R? et F est un hyperplan de R? passant par l'origine. Le supplémentaire G de
F est n’importe quelle droite de R? passant par I'origine, et qui n’appartient pas & F. On choisit
n’importe quel vecteur z dans ’espace et on fait apparaitre sa décomposition en la somme d’un
élément xg de G (en rouge) et d’un élément xp de F' (en bleu). La figure montre que la projection
de x sur F parallelement a G s’obtient en se déplacant de = (dans ’espace) vers 'hyperplan F' dans
une direction qui est parallele a la droite G. On voit que cette projection est la “coordonnée” de x
dans F'.

Lorsqu’on dote F d’un produit scalaire, pour un sev donné F' de F il existe un choix particulier
de supplémentaire qui permet de définir la projection orthogonale de x sur F'. Le sous-ensemble de
E formé de tous les vecteurs de E orthogonaux a F' (c’est & dire tous les vecteurs de E orthogonaux
a n’importe quel vecteur de F) est appelé orthogonal de F' et noté FL. Formellement, on définit
Ft={x € E|(r,y) =0Vy € F}. Cet ensemble F* posséde les propriétés suivantes.

Propriété 9.21 (Propriétés de F) Soit F' un sous espace de E avec dim(F) = p et dim(E) =
n, n fini.
1. Soient fi,..., f, des vecteurs de E constituant une base de F. Alors F+ = {x € E | (z, f;) =
0,i=1,...,p}
2. Ft est un sous-espace de E
3. FNF*+={0g}
4. E=F®F* : pour tout vecteur = de E, on peut trouver une paire unique (x1,m9) € F % Ft
telle que x = x1 + x2.

5. Si H est un sev de E tel que H C F, alors F- C H+.

Preuve :  1.Six est dans F*- il est orthogonal & tout vecteur de F et donc en particulier orthogonal
aux vecteurs de la base de F'. Si x est orthogonal a tous les vecteurs de la base de
F, alors par (bi)linéarité du produit scalaire, il est orthogonal & toute combinaison
linéaire des vecteurs de cette base, c’est a dire a tout vecteur de F'.

2. On vérifie que O € F* et que si z et y sont deux vecteurs dans F, alors pour
des scalaires quelconques « et [ le vecteurs ax + By est orthogonal a F' : pour tout
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vecteur z de F, on a (ax + By, z) = alx, z) + B(y, z) = 0 puisque z et y sont tous les
deux orthogonaux a z. Donc ax + By est orthogonal a z.

3.Six € FNF* on doit avoir que x est orthogonal & lui méme : (z,z) = 0. D’ott z = 0p.
4. La preuve de cette propriété repose sur les deux résultats suivants :
(a) tout ev de dimension finie posseéde une base de vecteurs orthogonaux

(b) on peut compléter une famille de p vecteurs orthogonaux d’un espace de dimen-
sion n par n — p vecteurs orthogonaux pour former une base de cet espace

En utilisant le point (a), on peut trouver une base orthogonale ey, ..., e, de F' et par
le point (b), on peut la compléter par epy1,...,e, pour obtenir une base de E. On
note G 'espace engendré par e, 1,...,e,. Tout vecteur x de £, dont les coordonnées
sont x1,...,x, dans la base eq,...,,e,, s’écrit de maniére unique comme la somme
T =axp+xgavec xp = Y b xie; € F et zg = Z?:p_H rie; € G. Autrement dit
E=Fa&dG.

On vérifie que G = FL. Si € G, il est clair que z € F+. Choisissons © € F+
et montrons que € G. On a & € F ssi (e;,z) = 0,Vi = 1,...,p. Or (e;,x) =
Yoo zilei,e) = z;||es]|?, par orthogonalité des ey, ..., e,. Donc x € Ft ssi z;)|e;]|? =
0,Vi = 1,...,p. Comme les vecteurs de la base ne peuvent étre nuls, z € F+ <=
x; =0,Vi=1,...,p. Donc tout vecteur de F- est dans G.

5.Siz € F alors il est orthogonal & tout vecteur de F, et donc en particulier orthogonal
a tout vecteur de H. Donc z est dans HL.

On voit donc que F* est un supplémentaire de F et la projection orthogonale sur F d’un vecteur

x de F est la projection de = sur F, parallelement & F-. Cette projection est donc est I'unique

vecteur zx de F pour lequel on a 2 = xp+ 21 avec 21 € F-. Dans un tel contexte, on introduit

I’application qui associe a tout x de E sa projection orthogonale sur F'; on note cette application

projp(z) : si x = xp + xp1, alors projp(zr) = zp.

Propriété 9.22 (Propriétés de projy)

1.

2
3.
4

projr est une application linéaire.

. projp(z) = six € F et projp(z) = 0 six € F*.

(projg o -+ - o projg)(x) = projp(z).

. On se donne B une base de E. Soit fi,..., f, une base de F' et A = (aij)i=1,...nj=1,..p la

matrice dont la j¢ colonne contient les n coordonnées de f; dans la base B. On désigne par X
et X les n-uplets de scalaires désignant les coordonnées de x et xp dans la base B, respec-
tivement. Dans cette base, la matrice représentant projp est A(ATA)"YAT. Les coordonnées
de xp = projp(x) sont donc Xp = A(ATA)"1ATX.

Pour tout x € E, on note ||z|| la norme de x induite par le produit scalaire : ||z|| = /(z,z) .
Pour x quelconque dans E, projp(x) est solution du probléme mingcp ||z —y|| : Vy € F,

[z =yl = [lz — projp(x)]|
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Preuve :

1. Soient = et y deux vecteurs de E. Il existe (x1,22) € F x F* et (y1,y2) € F x F+

uniques, tels que * = x1 + z9 et ¥y = y1 + yo. Donc pour des scalaires quelconques «
et S ona

axr + By = a(ry +x2) + B(y1 +y2) = (ax1 + By1) + (awz + By2) (9.4)

Puisque F et F* sont des ev, (ax1 + By1) € F et (axg + By2) € F*, et égalité (9.4)
est donc I'unique décomposition du vecteur azx + Sy de E sur F et F- (voir le point
4 de la propriété 9.21). Donc par définition (axq + Syi1) est la projection orthogonale
de (ax + Py) sur F et on a

projp(ax + By) = aprojp(r) + Bprojr(y)

.Six € F,'unique décomposition de x sur F et F- est 2 = x+0g. Donc projp(z) = .

On procede de méme pour montrer que projp(z) = Op si z € F*.

. Par définition, projx(x) € F. D’aprés le point qui précede, projz (projp(z)) = projp(z).

.S0it © € E et xp sa projection orthogonale sur F'. Comme xp € F, il existe des sca-

laires A, ..., A\, pour lesquels on a xp = Ay fi+- - -+, fp. En utilisant les coordonnées
de fi,..., fp dans la base B = (b1, ...,by), on peut écrire

P P
Tp = (Z Mm-) by +---+ (Z )\iani> bn,
i=1

i=1
ou encore
D ie1 i1 » ai;
xe=| ¢ =2 a2
p =1
D i1 Ailn; Qi
o A = (Aq,...,Ap) . Par conséquent, la décomposition z = zF + .1 donne pour

les coordonnées : X = Xp+ Xpi = AN+ Xpi.Onaalors ATX = ATAN+ AT X0
Or, par construction de A,

<f17xFl> 0
ATXFL = =1: (9.5)
<fp’xFl> 0

puisque x . est orthogonal aux vecteurs de la base de F. Donc ATX = AT A\. Par
construction, A est de plein rang colonne, donc de rang p et par conséquent AT A est
également de rang p, de dimensions p x p. Elle est donc inversible et on doit avoir

A= (ATA)"1ATX. On en déduit que Xp = A\ = A(ATA)1ATX.

5. Soit z € E. Minimiser ||z — y|| revient & minimiser ||z — y||?. Pour tout y € F, on a

lz = ylI* = |l — projp(x) + proje(z) — y|*
= ||z — projp(«)||* + [Iprojp(z) — y|* + 2(z — projp (), projp(z) — y)



212 CHAPITRE 9. COMPLEMENTS

Comme projp(z) et y sont dans F, le vecteur projp(z) — y l'est également. De plus
x — projp(z) € F*. Donc (x — projg(z), projp(z) —y) =0 et

Iz = ylI* = |l — projp(x)|* + [lprojg(z) — y|I* = [lz — projp («)||?
On conclut en notant que projp(z) € F.

Remarque 9.6 Les p égalités (9.5) sont appelées condition d’orthogonalité. Elles établissent que
x —xp est un vecteur orthogonal a chacun des vecteurs f; de la base de F'. En appliquant le point 1
des propriétés 9.21, cela équivaut a dire que x — x g est orthogonal & tout vecteur de F'. En utilisant
alors 'unicité de la décomposition de x = zp + zp1 sur F @ F-, on constate que xr est le seul
vecteur de F' pour lequel x — x est orthogonal & F. On a donc établi le résultat qui suit.

Propriété 9.23 (Caractérisation de zp) Sous les conditions de la propriété 9.21, la projection
orthogonale de x sur F est l'unique élément xp de E tel que :

1. zp e F
2. (x —zp)ly, Yy e F

Corollaire 9.4 Soient F' et H des sev de E tels que H C F. Alors pour tout x € E on a ||z —
projy ()| = [l — projp(2)]|

Preuve : H C F implique minyey || — y|| > minger |2 — y|| pour tout x € E. Il suffit de remar-
quer que d’apres le dernier point de la propriété précédente projy(x) et projpr(z) sont les

solutions respectives de ces deux minimisations.

Remarque 9.7 Comme toute les matrice représentant une application linéaire, la matrice repré-
sentant projp dépend de la base retenue. Dans bien des cas, la base de E est donnée et F' est un
sev de E engendré par p vecteurs linéairement indépendants de F et ceux-ci sont pris comme base
de F'. La matrice A contient donc les coordonnées de ces vecteurs dans la base initiale de E. On
note Pr la matrice représentant projp : Pr = A(ATA)"1AT.

Remarquons que quelle que soit la base de E choisie, si on note X le n-uplet des coordonnées
de x dans cette base, on peut toujours écrire

X 0
X1 . .
X 0
=P+ (9.6)
0 Xp+1
Xn .
0 X,

Ceci ne correspond pas en général a la décomposition © = zp + xp1. En effet, dans le membre
de droite de (9.6), le premier terme est les coordonnées d’un vecteur qui appartient au sev de E
engendré par les p premiers vecteurs de sa base, et le second est un vecteur du sev engendré par
les n — p derniers vecteurs de cette base. Ces deux sev ne coincident pas forcément avec F et FL.
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Cependant, si on s’arrange pour choisir une base de F telle que ses p premiers éléments consti-
tuent une base de F et les n — p derniers constituent une base de F*, alors dans cette base, la
décomposition (9.6) coincide avec la décomposition x = xp + x 1. Plus précisément, avec ce choix
adéquat de base de E, les coordonnées de zr sont le n-uplet X7 dont les p premiers éléments sont
les p premieres coordonnées de x dans cette base et les n — p deniers sont égaux a 0 : si X* est le
n-uplet des coordonnées de x dans base, on doit avoir

0
Avec un tel choix de base, la matrice représentative de proj est donc de la forme

ou I, est la matrice identité d’ordre p. Si on note A cette matrice, on vérifie qu’on a bien X5 = AX*.

Un moyen d’obtenir la base recherchée consiste a changer la base de F' par une base Up =
(u1,...,up) de vecteurs orthonormés et de la compléter par n—p vecteurs orthonormés w1, ..., uy,
pour former une base de E (c’est toujours possible, voir la preuve du point 4 de la propriété 9.21).
Ces n — p derniers vecteurs sont orthogonaux aux p premiers et constituent une base de F=.

Dans la base initiale, la matrice associée & projp est Pr = A(ATA)"'AT et dans la nouvelle
base, cette matrice est A. Si on note @) la matrice de passage de la base initiale & la nouvelle base,
on doit avoir Pp = QAQ~!. La matrice Q contient les coordonnées des vecteurs de la nouvelle
base dans I'ancienne. Comme les vecteurs de la nouvelle base sont orthonormés, on doit avoir
(uj,uj) = 1sii=jet0sinon. Sion désigne par ¢;; I’élément de la i® ligne et j° colonne de @, alors
I'élément a la méme position dans Q'Q est > ;' qriqxj, ce qui, par construction de @, coincide
avec (u;,uj). Par conséquent on a Q'Q = I, ou encore Q' = QT. Ce qui permet d’écrire la
relation suivante entre les matrices représentatives de projr dans la base initiale et la nouvelle base
orthonormée : Pr = QAQT ou, de maniere équivalente A = QT Pr@Q. Comme A est diagonale, on
voit que le changement de base qui permet de représenter projp est celui qui permet de diagonaliser
sa matrice représentative Pp. Autrement dit, les valeurs propres de Pr sont les éléments diagonaux
de A, et sont donc égales a 1 (avec un degré de multiplicité p) et 0 (avec un degré de multiplicité

n—np).> i

Remarque 9.8 On peut définir 'application qui associe & tout x € E le reste xp. =z — xp de
sa projection orthogonale sur F. Il est facile de voir que cette application est linéaire. Si on note

2. Notons que bien que dans la totalité des utilisations que nous faisons de ces résultats, le corps de scalaires sur
lequel est construite la structure d’ev de E est R, dans le cas général, ce corps est quelconque. Par conséquent 1
désigne I’élément neutre pour la multiplication de scalaires et 0 désigne 1’élément neutre pour I’addition des scalaires.



214 CHAPITRE 9. COMPLEMENTS

Pr la matrice A(ATA)~' AT représentant I’application projz, on voit que I — P est la matrice qui
représente 'application associant x le vecteur xp1 (ou I est la matrice identité). En effet, puisque
X = Xr+ Xp1 et que Xp = PrX on a nécessairement Xy = (I — Pp)X.

Remarque 9.9 Un cas intéressant d’application en statistique est celui ot £ =R" et F = Ry =
{z € R" |z = ct,c € R}, ou ¢ est le vecteur diagonal de R", 7.e., celui dont toutes les coordonnées
valent 1. F' est le sev de R™ qui contient tous les vecteurs proportionnels a ¢, i.e. dont les coordonnées
sont égales. Par conséquent, si x est un vecteur de R™, sa projection orthogonale sur F' sera un
vecteur x g proportionnel a ¢ : on aura xg = ¢t pour un certain réel c¢. On va montrer que le facteur
de proportionnalité c est égal a la moyenne des coordonnées de =x.

On a évidemment que ¢ est une base de F' et la matrice A de la propriété 9.22 est

D’apres le point 4 de la propriété 9.22, la matrice associée a la projection orthogonale sur F' est
Pr = A(ATA)"'AT. On calcule sans difficulté que AT A = n, et donc que

1
Pp=-AA"=—| . :
n n . . . .
11 --- 1
Soit X = (X1,...,X,)" le n-uplet des coordonnées de z. La projection orthogonale de = sur F' est
le vecteur xr dont les coordonnées sont données par
X1 21 Xi X
1111 - 1| X 13, X X| _
Xp=PrX==|_ | Al =T = =X
ni|.o Tl : n : :
11 - 1) \X, S X X
ol X = % 1 X, est la moyenne des coordonnées de . K

La propriété suivante résume les propriétés importantes de la matrice Pp.

Propriété 9.24 (Propriétés de Pp) Soit F' un sev de rang p d’un ev E. Dans une base de E,
la matrice Pp = A(ATA)"YAT représente la projection orthogonale de E sur F, notée projp, ou A
est la matrice des coordonnées des vecteurs d’une base de F. La matrice Pr posséde les propriétés
sutvantes :

1. Pg est symétrique
2. Pr est de rang p

3. Pr est idempotente
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4. Pr a deux valeurs propres distinctes : 0 et 1. Le degré de multiplicité de la valeur propre 1

est p.

Preuve :

1. On le vérifie a partir de ’expression de Pr.
2. Par construction, A est de plein rang colonne, égal a p.

3. On le vérifie & partir de 'expression de Pr ou bien en utilisant le point 3 de la propriété

9.22.

4. Ceci a été démontré dans le paragraphe qui suit le corollaire 9.4. On peut le démontrer

en utilisant les méthodes usuelles de diagonalisation d’une matrice. Comme Pp est
idempotente, toute valeur propre A doit satisfaire Ppx = Az. D’une part, on a (comme
pour toute matrice) P2z = Pr(Ppz) = PpAr = APpx = A2z et d’autre part, comme
Pr est idempotente, on a aussi Prz = A?z. On doit donc avoir A> = A pour toute
valeur propre de Pp, ce qui implique que les seules valeurs propres possibles sont 0
ou 1. Comme la trace d’une matrice est égale a la somme de ses valeurs propres,
la trace de Pr est égal au nombre de valeurs propres égales a 1. On a tr(Pp) =
tr(A(ATA)IAT) = tr((ATA)TLATA) = tr(1) = p.

Propriété 9.25 Soient F' et H deux sev de E tels que H C F'. Pour tout x € E on a

1. projp(projy(x)) = projy (projp(x)) = projy(x)
2. projp(z) € H <= projp(z) = projy(z)

Preuve :

1.Soit x € E. Notons zg = projy(z). Comme zy € H, on a également xy € F.

D’apres le point 2 de la propriété 9.22, on a alors projp(ry) = zp, ou encore
projp (projy (z)) = projy (z).

Notons maintenant 2z = projx(z). On a donc = rr + 2 p1, ol zp1 € FL. D’aprés
le point 5 de la propriété 9.21, on a aussi 2. € H+. En utilisant le point 1 (linéarité

de la projection) de la propriété 9.22, on peut écrire

projp () = projy(zr) + projy(zpL)

D’apres le point 2 de cette méme propriété, on a projy(zp1) = 0. Donc on doit avoir

projp (x) = projp (), ou encore projy () = projy (projx(z)).

. Par construction, xy € H. Par conséquent, si xp = xp, alors xp € H. Réciproque-

ment, supposons que xr € H. Dans ce cas, en appliquant le point 2 de la propriété
9.22, on a projy(zr) = zp. Mais en utilisant ce qui vient d’étre démontré, on a
aussi projy(zrp) = zpy. En utilisant 'unicité de la décomposition sur des espaces

supplémentaires, on a nécessairement rp = xg.

Cette propriété (dite des projections emboitées) peut étre illustrée graphiquement. Le graphique

de la figure 9.6 reprend celui de la figure 9.5, en y rajoutant un sev H de E tel que H C F'. Sur la

figure, H est une droite (en vert) de E appartenant au plan F. La projection orthogonale de x sur

H est zp. On voit qu’elle coincide avec la projection orthogonale de xp sur H (cette opération de

projection étant symbolisée par les traits jaunes).
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Propriété 9.26 Soient F' et H deux sev de E. On note H+ F' le sev dont les éléments s’expriment

comme la somme d’un élément de F' et d’un élément de H.

1. F et H sont orthogonaux si et seulement si projp(projy(x)) = 0p Vx € E.

2. Si F et H sont orthogonaux projp, r(x) = projp(z) + projg(x) Vo € E.

3. Projpypy = Projg + projg ot H est Uespace orthogonal & celui obtenu en projetant tous les
éléments de H sur F, i.e. H = {x — projp(z),x € H}.

Preuve :

1. Supposons F' et H orthogonaux. Comme proj(z) € H, d’apres 9.22 (point 2) on a né-

cessairement projp(projy(z)) = Og. Réciproquement, supposons projp(projz(z)) =
Or pour tout x € FE. C’est en particulier vrai pour x € H. Dans ce cas, toujours
d’apres 9.22 (point 2), on a projz(projy(x)) = projy(z) = 0g. Ceci implique (encore
d’apres 9.22, point 2), que z € F-. Comme ceci est vrai pour tout z € H, on a le

résultat voulu.

. Pour tout z € E, il existe un unique z¢g € F'+ H et un unique z; € (F + H)l tel que

x = x9+ 21 et on a projp, y(r) = xo. Comme par définition xy € F' + H, on peut
écrire xy = zop + xog avec xop € F et xog € H. Par ailleurs, on a par linéarité de

projy (voir propriété 9.22, point 1) :
projy(z) = projy (zor + xom + x1) = projy (zor) + projy (Ton) + Proj(z1) = zon

car d’une part zop € H' et zoy € H (et on applique la propriété 9.22, point 2), et
d’autre part, z; € (F + H)* C H* (d’apres la propriété 9.21 (point 5)). On a de la
méme maniere projp(z) = zop, et le résultat est démontré.

. La preuve s’obtient en montrant que F + H s'écrit aussi F + H. En effet, si cela est

établit, on aura nécessairement projp, g = projp_ j, et comme par construction H
est orthogonal & F', on pourra appliquer le point précédent pour obtenir le résultat
voulu. On a H = {y = = — projp(x),z € H} I'ensemble des vecteurs pouvant s’écrire
comme la différence d'un z € H avec sa projection orthogonale sur F'. Il est facile de
voir de H est un sev de E, et que F et H sont orthogonaux. On montre maintenant
que F+ H=F+ H. En effet, soit z = 2p + 2y € F+ H. On a

Or zp + projp(zy) € F et xy — projp(zy) € H. Donc z € F + H. Soit & présent
r=zxp+ag€ F + H. Par définition de H on a rp+ag=xp+ [zg —projp(zm)| =
[xp — projp(zm)] + g, pour un certain zy € H. Comme xp — projp(zy) € F et
zp € H,on abien z € F+H. On a donc montré que F+H = F+ H. Par conséquent,
Projpym = Projp, g avec F et H orthogonaux, et d’apres le point précédent de la
propriété, on a aussi projp, g = projp + projg

Remarque 9.10 Si on note Pr et Py les matrices de projection orthogonale sur F' et H, respec-

tivement (voir la propriété 9.24), on peut réécrire les deux premiers points de la propriété 9.26 de

la maniere équivalente suivante :
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1. F et H sont orthogonaux si et seulement si leurs matrices de projection orthogonales Pr et
Py sont orthogonales, i.e. PrPy =0

2. Si F' et H sont orthogonaux, alors Pryg = Pr + Py

Par ailleurs, le sev H introduit dans la preuve du troisiéme point de la propriété s'écrit H =
{(I = Pp)z,z € H}. C’est le sev obtenu en appliquant la transformation I — Pp aux élément de H.
On peut le noter H = (I — Prp)H Par conséquent, la matrice de projection orthogonale sur H peut
s’écrire P(r_p,yy- Le résultat établit alors que Ppyy = Pr + Pi_p.)g

Remarque 9.11 Le dernier point de la propriété précédente est particulierement utile dans le
cas ol fi,..., fp forment un base de F' et hq,...,h, forment une base de H. L’espace F' 4+ H est
donc l'ensemble de tous les vecteurs s’écrivant comme Y2, z;f; + Zgzl y;hj. On peut supposer
les vecteurs fi,..., fp,h1,..., hy linéairement indépendants et dans ce cas, ils forment une base de
G = F + H, qui est de dimension p + ¢. En utilisant les résultats sur les espaces vectoriels, on
peut compléter la famille f1,..., f, par ¢ vecteurs hi,... ,Bq de manicre que f1,..., fp, hi,..., ﬁq
forment une base de G ; et d’apres le procédé de Gram-Schmidt, ces g vecteurs peuvent étre choisis
orthogonaux a f;, ¢ = 1,...,p, avec plus précisément : iL]‘ = hj — projp(h;).

On peut vérifier que tout vecteur de H s’écrit comme une combinaison linéaire de hy, ..., ﬁq. En
effet, y € H — y = z—projpx pour un z € H. Mais x doit nécessairement s’écrire x = Z?Zl xjh;j,
et par linéarité de la projection, on a

q q
y= ij — projp( ij ij ijprOJF Z [hj — projp(h Z

On peut également vérifier que ces vecteurs sont linéairement indépendants. En effet, si on note Pp
la matrice de la projection orthogonale sur F', on a Bj = Mphj, ot Mp = I — Pp. Soient aq,...,a,
des scalaires tels que 2221 ajﬁj = 0. On a dans ce cas

q q
ZajMth = MFZajhj =0
j=1 i=1

Autrement dit, Z?Zl ajh; appartient au noyau de Mp. Par construction de Mp, ce noyau est
évidemment F'. Donc on doit avoir 2221 a;jhj € F, ce qui implique que (1) soit Z?:l ajh; =0, (2)
soit 23:1 a;jh; est une combinaison linéaire des éléments de la base de F'. Comme on a supposé au
départ que (f1,..., fp) et (hi,...,hq) étaient des familles linéairement indépendantes, la seconde
possibilité est exclue On doit donc avoir >4 =1 ajh 0, et par indépendance linéaire des hy, ..., hg,
onaaussia; = --- = = 0. En résumé Z]: hj =0 = a1 = --- = aqg = 0. Les vecteurs
hi,...,hg sont donc linéairement indépendants.

En combinant les deux résultats précédents, on conclut que hq, . .. ,ﬁq forment une base de H. Par
conséquent, on a G = F + H. Donc la projection sur G = F + H peut également se voir comme
la projection sur F + H, et comme par construction les vecteurs de la base de H sont orthogonaux
a ceux de F, F et H sont orthogonaux et on peut appliquer le résultat du deuxiéme point de la
propriété.

En résumé, en posant F = (f1,..., fp) et H = (h1,...,hy), la preuve consiste & changer la base
(F,H) de G = F+ H en une base (F, 7-2) de maniére que H soit orthogonale & F. Pour y parvenir,
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on utilise le procédé de Gram-Schmidt qui consiste a prendre le reste de la projection orthogonale

de H sur F.3

3. Dans une telle formulation, on utilise un raccourci conceptuel permettant d’assimiler un espace vectoriel aux
vecteurs de sa base.
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K< <fl> > ] =]+

FIGURE 9.4: Projection d’un vecteur  de E = R3 sur un hyperplan F, parallelement a G
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K< <fl> > ] =]+

FIGURE 9.5: Projection orthogonale d’un vecteur z de E = R? sur un hyperplan F
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FIGURE 9.6: Illustration des projections emboitées : si H C F alors projy (projz(x)) = projy ()

fig:projproj
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9.3 Normes matricielles

On aura besoin d’étudier la convergence de suites de matrices. Les matrices qu’on considere
seront supposées carrées. On peut dire qu’une suite de matrices {A, : n > 1} de dimensions ¢ X ¢
converge vers une matrice A si pour tout i,j = 1,...,q, la suite {a,; : n > 1} converge vers
a;j. Méme si elle convient parfaitement, cette définition présente l'inconvénient que, sans autre
caractérisation, on est obligé d’étudier la convergence de ¢? suites.

Pour des vecteurs de R™ (c’est a dire pour des matrices m X 1), on étudie la convergence au
moyen de la convergence de la suite des normes : la suite de vecteurs {a, : n > 1} converge vers
a € R™ si et seulement si la suite {||a, — al| : n > 1} converge vers 0. Cette caractérisation de
la convergence est justifiée par le fait que la norme de a, — a est aussi la distance entre a,, et sa
limite a. On voit alors qu’on n’est pas tenu d’étudier la limite de chaque suite {a,; : n > 1} pour
i = 1,...,m, mais seulement celle formée a partir de la norme. Il faut pour cela disposer d’une
norme. On étudie dans cette section les maniéres de définir une norme sur des espaces vectoriels de
matrices, afin de pouvoir caractériser la convergence de suites de matrices.

9.3.1 Définition et propriétés

On note M,(R) I'espace vectoriel des matrices carrées de taille ¢ x ¢ et a entrées réelles. Une
norme sur M, (R) est appelée norme matricielle.

Définition 9.7 Une norme matricielle est une application ||| - ||| : My(R) — R satisfaisant
1. (positivité) [||[Af| > 0 et [[|Al| =0 <= A =04,
2. (homogénéité) |||aAl|| = |al ||| A]|| Ya € R
3. (sous-additivité) |||A+ Bl|| < |[|[A ]| + ||| Al
4. (sous-multiplicativité) || AB||| < ||A ]l I B]ll

pour n’importe quelles matrices A et B dans My(R).

On constate qu’une norme matricielle est une norme satisfaisant la propriété de sous-multiplicativité.

Remarque 9.12 Parmi toutes les normes matricielles, on peut mentionner celle notée ||| - ||oo
définie par |||A|l|oo = max{a;j,i,j =1,...,q}

Remarque 9.13 La sous-multiplicativité des normes sur M,(R) a une conséquence importante.
En effet, on doit avoir |[|A?||| < [||A[||? et donc || A™||| < [||A||™ pour tout n > 1. R]

Remarque 9.14 Lorsqu’on dispose d’une norme matricielle, on peut caractériser la convergence
de {A, : n > 1} vers A par la convergence de |||A,, — Al|| vers 0. Remarquons que la sous-additivité

permet d’établir, comme avec toute norme, que si A, — A, alors [||A4,[| — ||| A]].*
4. 11 suffit simplement d’utiliser la sous-additivité pour borner supérieurement ||An[| = [[[(An — A) + AJ|| et

ANl = 1ll(An — A) + An]l, ce qui équivaut alors a | || An || = [l Al | < [ll4n — A[l-
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Remarque 9.15 La convergence ainsi définie satisfait les opérations usuelles importantes sur les
limites. En particulier, si {A4,, : n > 1} et {B,, : n > 1} sont deux suites de My(R) telles que A,, — A
et B, — B, alors A, + B, > A+ B, M, —» M et A, B,, — AB. Ces propriétés se montrent en
utilisant les quatre conditions qui définissent la norme utilisée pour établir les convergences. Par
exemple,

l4nBn — AB|| = [[[(An — A)Bn + A(Bpn — B)[|| < [[[An = Al 1B Il + (1 Al 1 Br — Bl =0
ou l'inégalité est obtenue par sous-additivité et sous-multiplicativité.

Remarque 9.16 La convergence de A, vers A étant définie & I'aide d’une norme matricielle, on
peut envisager que cette convergence puisse se produire pour un certain choix de la norme, mais
que si on change de norme, la convergence n’ait plus lieu. Cependant, il est possible de montrer
que si on se donne deux normes matricielles ||| - ||[1 et ||| - |||z sur M, (R), alors on peut trouver deux
réels strictement positifs u et v tels que

pll Al < flAll < vl Al VA € My(R)

Autrement dit si |||4, — Af|l1 — 0, on aura également |||A,, — A|l]2 — 0. Ce résultat est important
puisqu’il suffit par exemple de savoir démontrer la convergence d’une suite de matrices avec une
norme bien choisie pour que cette convergence ait aussi lieu avec n’importe quelle autre norme.

Remarque 9.17 En utilisant la remarque précédente, on peut faire le lien entre la convergence
d’une suite de matrice {A,, : n > 1}, exprimée au moyen d’une norme matricielle, et la convergence
de chacune des ¢? suites {a;;, :n > 1}, 4,7 = 1,...,q. En effet, considérons la norme matricielle
ANl = max{>%_, |ai;|,i = 1,...,q} (Exercice : vérifier que c’en est bien une). Si avec cette norme
A, — 044, alors toutes les suites {a;;, : n > 1} convergent vers 0. En effet 4, — 05,
max{zgzl laijnl,i = 1,...,q} — 0. Cela signifie que pour tout ¢ > 0 il existe n* tel que n >
n* = max{zgzl laijml,i=1,...,q} <e. Or

q q
maX{Z laijnl,i=1,...,¢} <& <= Z laijn| <e Vi=1,...,q
j=1 j=1

:>|aij7n|<e Vj:L...,q Vi:1,...,q

Donc si n > n*, on a |a;j,| < € pour tout 4,5 =1,...,q, ce qui équivaut a la convergence vers 0 de

toutes les suites {a;j, : n > 1}. D’apres la remarque précédente, ce qui vient d’étre établi avec la
o s . N _ q s 52 . 5

norme matricielle particuliere [[|Af|| = max{}7j_; |a;j|,7 = 1,...,q} peut s’établir avec n’importe

quelle autre norme matricielle.

Le rayon spectral d’une matrice joue un réle important dans I’étude des propriétés des matrices.
Ce rayon spectral est relié & la notion de norme par un ensemble de résultats (voir notamment la
section 9.3.2).

Définition 9.8 Le rayon spectral d’une matrice A € My(R) est le réel p(A) défini par p(A) =
max{|\| : Az = \z,x € R7}.
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Le rayon spectral est donc la plus grande valeur propre en module.

Propriété 9.27 Pour toute norme sur My(R) et toute matrice A € My(R), on a p(A) < ||A]|. De
plus, pour toute matrice A € My(R) et ¢ > 0, il existe une norme matricielle (dépendant de A et
de ¢) notée ||| - ||| ac telle que |[|Al[|a < p(A) + €.

Preuve : On ne prouve que la premiere partie de la propriété. On se donne n’importe quelle
norme ||| - ||| sur My(R). Par définition de p(A), il existe une valeur propre A de A telle que
|A| = p(A). Pour cette valeur propre et le vecteur propre x associé, on a Azz" = Azz' et
donc

AN Mz Il = Azl = Az (]| = [A] [I| 22"l

ou l'inégalité provient de la sous-multiplicativité et la derniere égalité résulte de I'’homogé-
néité (voir la définition 9.7). Par définition de p(A), I'inégalité s’écrit aussi |||A || |[|xzz T[] >
p(A) ||| zzT|]]. Comme x est un vecteur propre de A, = # 0, et d’apres la positivité de la
norme, |||zz"||| # 0, ce qui donne le résultat voulu. [

Remarque 9.18 Ce résultat montre donc que le rayon spectral de A est 'infimum de ||| Af|| lors-
qu’on parcourt toutes les normes possibles sur M,(R). En particulier, p(A) < 1 si et seulement si
il existe une norme ||| - ||| sur M, (R) telle que |||Al|| < 1. En effet, soit A une matrice de M,(RR). Si
lA]]l < 1 pour une certaine norme, alors la propriété précédente implique p(A4) < 1. Réciproque-
ment, si p(A) < 1, alors on peut trouver ¢ > 0 tel que p(A) + e < 1. La propriété 9.27 établit qu’il
existe une norme matricielle ||| - ||| = ||| - [[|a,c sur My(R) pour laquelle |||A]|| < p(A) +¢ < 1.

Propriété 9.28 Soit A € My(R). On a A™ — 044 lorsque n — oo si et seulement si p(A) < 1.

Preuve : Supposons que p(A) < 1. On peut trouver € > 0 tel que p(A) + ¢ < 1, et d’apres la
propriété 9.27, on peut trouver une norme ||| - |||a, sur My(R) telle que |||Af|la < 1. On a
alors [[|[A™[la.e < [|A[[’4 . — 0 lorsque n — co. Donc A™ converge vers 0y 4. Par I'équivalence
des normes sur M, (R), cette convergence a également lieu avec n’importe quelle autre norme.
Supposons que A" — 044 lorsque n — oo. Soit A la valeur propre de A pour laquelle
p(A) = || et x le vecteur propre associé. On a A"z = A\"z. Si on note M (x) la matrice
de My(R) dont les g colonnes sont toutes égales a x, on a A"M(x) = A"M(x). Comme
A" — 044, on doit aussi avoir B, = A"M(x) — 044 (voir la remarque 9.15). Comme
I Brlll = p(A)™ ||| M (2)|||, on ne peut avoir |||B,||| — 0 que si p(A) < 1. [ |

Remarque 9.19 La remarque 9.18 permet de reformuler cette propriété de la maniere suivante :
A" — 04,4 si et seulement si il existe une norme ||| - ||| sur My(R) pour laquelle ||| Al|| < 1.

Propriété 9.29 Soit A € My(R). Sip(A) < 1, alors (I,—A) est inversible et (I,—A)~t = 322, A°.

Preuve : Supposons que p(A) < 1. Il existe une norme ||| - ||| sur M,(R) telle que |||A||| < 1. Soit

z € R? tel que (I; — A)x = 04, ou encore x = Az. En définissant M (z) la matrice de
M,(R) dont les g colonnes sont toutes égales & z, on a v = Ar <= M(z) = AM(x).
Done [[M(z)[[| < [|A [ {[M ()], ou encore (1 — [[|A[) [[ M ()] < 0. Comme [[|Af| < 1,

ceci n’est possible que si [|M(z)]|| = 0, c’est-a-dire © = 04. Autrement dit, (I, — A)x =
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0, = x =0y, c’est & dire I, — A est inversible. Définissons B, = I, + A + A?--- + A™.
Notons que (I, — A)By—1 = I, — A", ou encore B,,_1 = (I, — A)~1(I, — A™). Par conséquent
B, — (I —A)t=—(I—-A)"tA""! et donc

1B — (I = A)7HI < I = A7l 1A

Comme p(A) < 1, A"t — 0 lorsque n — oo (propriété 9.29). Par conséquent, le membre de

droite de 'inégalité converge vers 0, et donc le membre de gauche aussi, i.e., B, — (Iq—A)_1
ou encore Y20 A = (I, — A)~L.

Remarque 9.20 Le résultat précédent peut aussi s’énoncer : si p(I;—A) < 1, alors A est inversible
et A7 =3"22(1, — A)'. En effet, il suffit d’appliquer la propriété 9.29 a la matrice B = I, — A.

Corollaire 9.5 Si A et B sont deux matrices carrées de My(R) telles que A est inversible et
lIA—BJ| < m, alors B est inversible.

Preuve : On a

1A= Bl < = lA-BIl A7l <1

1
A=
La sous-multiplicativité de la norme implique que dans ce cas, on a aussi |||(A—B)A™!||| < 1,
i.e., ||[I; — BA7Y|| < 1. La propriété précédente implique alors que BA™! est inversible. Par
conséquent, B 'est aussi. |

Remarque 9.21 Le résultat du corollaire précédent établit que si A est une matrice inversible,
alors toute matrice suffisamment proche® est également inversible. Le corollaire montre que “suffi-

samment proche” signifie & une distance inférieure a I Al‘lll\'

La propriété suivante s’obtient facilement et permet de prouver le théoréme 9.1

Propriété 9.30 Soit A € My(R) telle que |||Al]| < 1. Alors I, + A est inversible et on a

1 1Al

I (2 + A7) < — et MU+ A7 =Ll < 77

Tl 6.7

Preuve : On a (I; + A) = (I; — B) avec B = —A et ||B]|| = [|4]| < 1, donc p(B) < 1. On
peut alors appliquer la propriété 9.29, ce qui donne l'inversibilité de (I; + A). Cette méme

propriété donne
oo

(Ig+A) " = (I Zﬂy—Z: Ay’

=0

Par conséquent

Il (Zg + )7l = I VA< > llANF =
2: 2: 1+WMH

5. La proximité étant définie au moyen de la distance induite par la norme : la distance entre A et B est ||A— B]|.
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(ou I'inégalité s’obtient par sous-additivité et sous-multiplicativité de ||| - [||). On a obtenu la
premieére inégalité de I’énoncé. Par ailleurs, et pour les mémes raisons que ci-dessus, on a

1

(1 +A)~ IIII—IIIZ |||<Z|||A|||Z ZIIIAIIIZ =T

ce qui est la seconde inégalité de I’énoncé. |

On peut & présent énoncer et prouver le résultat suivant, qui est I'un des plus importants de
cette section.

Théoréme 9.1 Soit ¢ l'application définie sur l’ensemble M (R) des matrices inversibles de My(R)
et d valeurs dans M (R), définie par A — p(A) = A™1. L’application ¢ est continue sur M (R) :

VA € M;(R)7 Hp = 04 = @(A+ Hy) — 0(A)

ou encore,

VA€ M;(R), [[Hall =0 = [[(A+Hy)™" = A7 =0

Preuve : On montre facilement que ¢ est continue en I,. Pour cela, considérons H,, — 0,4. Cela
signifie qu’a partir d’un certain rang, les matrices I, + H,, seront toutes inversibles. En effet,
puisque H,, — Oq 4, |[|Hyll| = |||({g + Hpn) — In]|| = 0 et donc on peut trouver n; tel que pour
tout n > ny on a |||(I,+ H,)—I,]]| < 1. En utilisant la remarque 9.20, on déduit que I, + H,
est inversible pour tout n > n;. Pour de tels n, on peut alors former (I, + H,)~! et puisque
lHyll| <1, la seconde inégalité (9.7) permet d’écrire

|||Hn|||
Il (Zg + Hi) ™" = Il < — A

Donc lorsque ||| Hy || — 0, on a aussi [||(I;+ Hy) ™t — I,|| = 0, ce qui équivaut & la continuité
de ¢ en A = I;. Pour A € M;(R) quelconque, on obtient I'inversibilité de A + H,, de la
maniére suivante. On a H, = (H, + A) — A. Comme A est inversible et que H,, — 0, on
peut trouver ng tel que

o
1A=

pour tout n > na. Le corollaire 9.5 permet de conclure que A + H,, est inversible pour tout

HH Al = [l (Hn + A) = All| <

n > ng. Pour de tels n, on peut écrire
(A+ Ho) ™ = [AU, + A7 H)]) 7 = (I + A7 H) AT = (1, + )71 A™
ou H,, = A 'H,,. Donc
1A+ H) ™ = A7 = (g + )™ = L) AT < 1+ H) ™ = I, L IA7 ) (9.8)
On a alors
IHnlll =0 = Hall = 0 = [|(Ig+ Ha) ™" = Illl = 0 = [|(A+Hn)™ = A7 = 0

ou la premiére implication provient de la sous-multiplicativité de ||| - |||, la seconde provient
de la continuité de ¢ en I, et la derniére de I'inégalité (9.8). Cette succession d’implications
établit la continuité de ¢ en A. |
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Ce résultat est trées important puisqu’il permet de conclure que si pour une suite {A,} de
matrices de My(R), on a A, — A ol A est une matrice inversible, alors les A,, sont inversibles a
partir d’'un certain rang, et on a At — A~! (il suffit d’appliquer le théoréme 9.1 avec H,, = A,,—A).

9.3.2 Norme subordonnée

On a noté que toutes les normes sur M,(R) étaient équivalentes. On présente ici des manieres
de construire de telles normes. Cette construction consiste a introduire des normes matricielles a

partir d’une norme sur RY.

Propriété 9.31 Soit | - || une norme sur l’espace RY. L’application ||| - ||| : My(R) — R définie par

IIANl] = sup{

A
W t.q. z € RY z # 0}
x

est une norme sur My(R). On Uappelle norme subordonnée d la norme || - || sur RY.

Remarque 9.22 On constate que sup{% t.q. x € R%, z # 0} = sup{||4Az| t.q. z € RY,||z| =
1}. Par conséquent,
I1Alll = sup{[|Az[| t.q. 2 € RY, [[«f| = 1}

ce qu’on notera [[|All| = sup|g =1 [|Az||.

On constate aussi que [[|Al|| = sup,ep, f(x) ot By = {z € RY, [|z|| = 1} et f(z) = ||Az|]. Comme
By est compact et que f est continue, le supremum de la définition ci-dessus est atteint pour un
x* € RY tel que ||z*|| = 1. Autrement dit, ||Az*|| > ||Az| Vz € By, et ||Az*| € {||Az|| t.q. z €

R, Jaf| = 1}.
Preuve de la propriété 9.31 : On a évidemment la positivité de |||Al||. Supposons que [||Al| = 0.
D’apres la définition, ||Az| = 0 pour tout z t.q. ||z|| = 1, et donc ||Az|| = 0 pour tout = € RY.
Comme || - || est une norme, on doit avoir Az = 0 Vo € RY9. Donc le noyau de A est R? et A

est de rang 0. D’ou A = 0. Par ailleurs, pour n’importe quel a¢ € R :

llaAlll = sup [laAz|| = sup |af[|Az|| = |a| sup [[Az| = [a] || Al

flzfl=1 flzfl=1 flzfl=1

ce qui montre 'homogénéité. Pour vérifier la sous-additivité, notons qu’en utilisant la sous-

additivité sur la norme | - ||, on a pour tout z € R? :
(A + B)z|| = [| Az + Bz| < [|Az|| + || Bx||
Donc

1A+ Bl < sup ([Az] +[[Bz|) < sup [[Az| + sup [[Bz| = [[[A ][+ || Bl

flzfl=1 flzfl=1 flzfl=1

On montre enfin la sous-multiplicativité. Notons que par définition de |||All], on a ||Az| <
Al |lz|| pour tout 04 # = € RY. De plus, si z = 04, cette inégalité reste vraie. Soient donc
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A et B dans My(R) et € R? tel que ||z|| = 1. On pose y = Bx. D’apres ce qu’on vient de
montrer, ||y|| < |||B || ||z] et on peut alors écrire

[ABz[| = [[Ayll < Al Nyl = (AU 1Bl < (LA WB A = = WA 1B

ou la derniere égalité provient du fait qu’on a choisi x tel que ||z|| = 1. Puisque ces relations
sont vraies quel que soit le choix d’un tel z, on a

IAB[| = sup [[ABx| < |[[A ][ [[B]l

|z]|=1
|

La norme définie ci-dessus dépend du choix de la norme sur R?. Cependant, toutes le normes sur
R? étant équivalentes, les normes subordonnées sur M,(R) sont également équivalentes. Du point
de vue qui nous intéresse, cela signifie que si A,, converge vers A avec une norme sur M,(R), alors
cette convergence a également lieu avec n’importe quelle autre norme sur M, (R).

Parmi toutes les normes subordonnées qu’on peut construire, celle obtenue lorsque la norme sur
q 2)1/2

R? est la norme euclidienne usuelle ||z|| = (X7, = joue un role particulier. Le résultat suivant

donne une expression de cette norme.
Propriété 9.32 La norme sur My(R) subordonnée a la norme euclidienne usuelle sur RY est don-

Al = Ve

ou & est la plus grande valeur propre de AT A.

née par

Preuve : On note que par construction A" A est définie positive et donc £ > 0, ce qui justifie la
racine carrée. Pour démontrer le résultat, il suffit de montrer que [||A[||? = ¢* = max{&;,i =

1,...,q}. D’apres la définition de [[|A]]], et la remarque 9.22, il existe un z* € R? avec ||z*|| = 1
tel que
IAN* = [[Az*|* > |Az|?, Vo e R, |z] =1
Ceci montre que z* est solution du probléme max,cp ||Az||* sous contrainte que ||z| = 1. La
contrainte s’écrit évidemment de maniére équivalente ||z|| = 1. Donc on résoud max,cp || Az||?
s.c.q. ||z]|?> = 1. En utilisant les résultats usuels d’optimisation, il doit alors exister un réel £*
tel que
gfi(x*,{*):O, i=1,...,q (9.9)

ott L(x,€&) = ||Az|? — £(||z||* — 1) est le lagrangien associé¢ au probléme d’optimisation. On
note que

a q q

L(z,8)=0"ATAz —&(x"z — 1) ZZ zixEbir — & Zx?—l)
j=1k=1 j=1

ou les réels b;, sont les entrées de la matrice B = AT A. A partir de cette expression, on

q
(xj Z xkbjk> — 2£$Z
k=1

calcule

oL 0
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Or
d d xibi;sij #i
% (1-] Z xkbjk> = ]qjl .
i 1 > k—1 Tkbir + 2;b;; sinon
Donc
q 8 q q q q q q
> B (%’ > Sﬂkbjk> =Y wbji+ Y bk + b = > wbji+ Y bk =2 apbik
j=1 9%i k=1 j=1 k=1 =1 k=1 k=1

J#
ou la derniere égalité provient de la symétrie de B = A" A. Par conséquent

oL
8-%'1'

q

(2,6) =2 b — 2w

k=1
Les ¢ conditions (9.9) s’écrivent alors 2Bz* —2¢*z* = 0,4, ou encore Bx* = {*z*. Cette égalité
montre que toute solution z* du probléme d’optimisation est une valeur propre de la matrice
B. Le multiplicateur de Lagrange £* est la valeur propre de B associée & x*. Par conséquent,
x* est a chercher parmi les ¢ vecteurs propres de B. C’est celui qui donne a la fonction
2" Bx qu’on cherche 4 maximiser sa plus grande valeur. Comme B = AT A est symétrique,
les vecteurs propres sont orthonormés et on a pour tout couple (z,&) de vecteur et valeur
propres de B :
' Br=¢x'x=¢

Autrement dit, pour chaque vecteur propre la fonction a maximiser est égale a la valeur
propre associée. Le vecteur propre qui donne la plus grande valeur & la fonction qu’on cherche
& maximiser est donc celui qui est associé a la plus grande valeur propre de B. Autrement dit,
z* est le vecteur propre associé a la valeur propre £* = max{¢i,...,&;}. Donc [[|A[|? = £*. B

Remarque 9.23 Lorsque A est symétrique, alors B = AT A = A? et la plus grande valeur propre
de AT A est le carré de \* = max{|\1],...,[A\q|}, ot Aq,..., \; sont les valeurs propres de A. Ceci
découle du fait que la i valeur propre de A% est A? et que la plus grande valeur propre de A% est
donc A\*2. Donc dans le cas ot A est symétrique, || A = A*.

Si de plus A est (semi-) définie positive, alors \* = max{\q,...,\;} et la norme de A coincide
avec sa plus grande valeur propre. R]

Remarque 9.24 Par définition de ||| Al||, on aura ||Az|| < [||A]|| ||z|| pour tout x € R?. Dans le cas
ou la norme est subordonnée a la norme euclidienne usuelle sur RY, alors ||Az| < /& ||z||, ou &*
est la plus grande des valeurs propres de AT A.

En examinant la preuve de la propriété 9.32, on constate que si on cherche x de maniére
a minimiser minimiser ||Ax| sous contrainte que [|z| = 1, alors la solution x** est le vecteur
propre associé & £**, la plus petite valeur propre de AT A, et on a ||Az**||? = ¢**. Par conséquent,
|Az| > /&*||z|| pour tout = € RY.

En résumé, si on note respectivement £* et &** la plus grande et la plus petite des valeurs
propres de AT A, alors

V& |zl < [[Az] < VE [l Ve e R
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ou de maniere équivalente
E¥xTr<zTATAx < &x'rx  VreR? (9.10)
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9.4 Sur les dérivées de fonctions matricielles

9.4.1 Définition

Soit A un vecteur de R™ dont les coordonnées sont des fonctions réelles, toutes définies sur RP.
A est donc un vecteur de fonctions. On représente A par

A:RP — R™

x+— A(x)
La j¢ coordonnée de A est une fonction de x, notée a; définie par

a; :RP — R

r — aj(x)
On peut donc écrire
a1 () ai(x1,...,zp)
az\x as(r1,...,%
PR ECll B pEC s
apm () am(x1,...,2p)

Lorsque chacune des fonctions a; est dérivable par rapport a chacune des coordonnées de z, la

dérivée de A par rapport & x est % et définie par la matrice de dimensions (p x m) dont le (j, k)®

élément est ‘3% Autrement dit
J

O Oaz Oam
axl axl axl
Oa; Oas oa,
A | o om  Om
d.%' . . .
duy Duy | D
0z, Ox, Oy,

En ce qui concerne les dimensions de %, on retiendra en particulier que cette matrice a autant de
lignes que x.

9.4.2 Cas particuliers

1. m =1 : A est une fonction reélle de p variables réelles. Dans ce cas, % est le vecteur de RP
défini par

04
Bml
0A

dA -

—_— = 8m2

dz :
0A

Oy
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2. A(z) = Az, ou A est une matrice réelle de dimensions (m x p) dont on note ajj le (j,k)°

élément. La j© ligne de A(x) est aj(x) = >._; ajz;. Par conséquent,

(3a]

p
0
axk = 8£Ck (Z aﬂxl> ga— a]lxl = Qjk-

Par conséquent le (j, k)¢ élément de 4 d est ay;, et donc CcllA A". Nous venons de démontrer

le résultat suivant.

Propriété 9.33 Si A est une matrice de dimensions (m x n) et x un vecteur de RP, on a

i(A:c) =A"

dx

. A(z) = " Az, ou A est une matrice réelle de dimensions (p x p) dont on note aji le (j,k)°

élément. On peut se restreindre aux cas ou la matrice A est symétrique. En effet, on a

. x'Ar  x"TAzx xTAx azTA'z
r Ar = + = +
2 2 2 2

car x" Ax étant de dimension (1 x 1), ona 2" Az = (" Az)" = 2" ATz. Donc

T Ax =2 ~———“x =21 Bz

ou B = AE—AT est une matrice symétrique. Si A n’était pas symétrique, il suffirait d’utiliser
2" Bz au lieu de z " Ax.

forire T A — NP p
On peut écrire 27 Az = ijl > -1 @jixjx; et donc

3}
011 (Z§=1 i1 ajlxjxl)
d
3y | St
x )
) :
a9 ( ?:1 i ajlxjxl)

Oz
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Si on étudie la k°® coordonnée de ce vecteur, on a

o p P b p p
a—xk Zzajlxjxl :8—% ZZ ]lxjxl‘i’xkzaklﬁﬂl
j=11=1 sl
J
0 P P 9 P
Jj#k

0 o P
—(ax;) | +x —(agixy) + agx
85%( i l)) kl;aﬁﬂk( kITL) 1:21 kI T

I
M=
M-

oL,
T
T =

AT + aprpxE + Z AT
7=1

I
S
MM“

Il
M@

ajkTj + Zaij]
7j=1

<.
Il
—_

Comme A est symétrique, on a pour aj, = ax; pour tout couple d’indices (j, k). Par consé-

quent, la derniere expression ci-dessus s’écrit aussi 2 Z§:1 xja; et donc la k® coordonnée de

d
—(zT Ax) est

dx
PP P
Bxk Z Z ajrjr; | =2 Z AfjT; -
j=11=1 j=1
Par conséquent,
23701 a1
237 az;;
d. - :
d—(x Azx) = = 2Ax.
T

P
23 5= kT

P .
22]':1 Qpj T

Si on résume les résultats, on a la propriété suivante.
Propriété 9.34 Si A est une matrice de dimensions (p X p) et x un vecteur de RP, alors
d
(a) d—(xTAx) =2Bz ot B=(A+ A").
x

(b) Si A est symétrique, A = B, et di(xTAx) = 2Az.
x
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Chapitre 10

Rappels sur la démarche de
I’inférence statistique

Cette section permet de rappeler les principes de l'inférence statistique. On précise 1'objet
d’étude dans une démarche inférentielle et on rappelle les différentes notions de base (population,
variable, échantillon, parameétre). On présente une justification (intuitive) des méthodes d’inférence
adoptées (utilisation de statistiques) en insistant sur le lien qui existe entre une caractéristique
donnée d’une distribution de probabilité et les propriétés d’'un échantillon de variables aléatoires

issues de cette distribution. Ces rappels sont faits dans un contexte univarié.

10.1 Objectif d’'une démarche inférentielle et notions de base

1. On s’intéresse a une caractéristique donnée d’une population. Pour simplifier, on supposera
que cette caractéristique peut se mesurer au moyen d’une variable notée X.'
Exemple : (1) les salaires des employés en France; (2) la tension de rupture de cébles

d'ascenseur; (3) la taille des enfants dans les classes de cours préparatoire dans le Nord;
(4) I'acces a internet a domicile pour les ménages francais.

2. Quelle que soit la caractéristique que mesure X, les valeurs prises par cette variable dans
la population étudiée ont une certaine répartition. > Notamment, pour chaque nombre réel a
cette répartition exprime la proportion d’individus de la population pour lesquels la variable
X est inférieure ou égale a a. On peut alors définir la fonction de répartition de X qui, a
chaque réel a associe cette proportion. On notera F'x cette fonction.

Exemple : En reprenant les exemples du premier point, Fx décrit tour a tour (1) la ré-

partition des salaires en France; (2) comment la tension de rupture est répartie dans la
population des cébles d'ascenseur testés; (3) la répartition de la taille au sein de la po-

1. On rappelle qu’en statistique, la population désigne I’ensemble de tous les individus statistiques qu’il est possible
de considérer. De plus, les variables servent a décrire une population en mesurant une caractéristique des individus de
la population. Certaines caractéristiques peuvent étre de dimension supérieure a 1 et on utilisera dans ce cas plusieurs
variables simultanément.

2. Si une variable est une maniére de mesurer une caractéristique des individus d’une population, les valeurs prises
par cette variable sont les mesures faites en utilisant la variable.

235
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pulation des enfants de CP dans le Nord; (4) la répartition de la variable indiquant si un
ménage a un acces internet a domicile, parmi la population des ménages francais.

. Dire qu’on s’intéresse a une caractéristique d’une population signifie qu’on s’intéresse a la

facon dont sont réparties les mesures de cette caractéristique au sein de la population. Autre-
ment dit, si cette caractéristique est mesurée par X, on s’intéresse a la fonction de répartition
Fx de X.

. Dans bien des cas, on ne s’intéresse pas a la fonction de répartition de X toute entiere, mais

seulement a certaines de ses propriétés.

Exemple : (1) la dispersion des salaires en France; (2) la tension minimale de rupture de

cables d'ascenseur ; (3) la taille moyenne des enfants dans les classes de cours préparatoire

dans le Nord ; (4) la proportion des ménages francais ayant un accés internet a leur domicile.
Les exemples ci-dessus illustrent les propriétés les plus fréquemment étudiées d’une fonction
de répartition : les valeurs extrémes (la tension minimale de rupture), la tendance centrale
(la moyenne des tailles, ou encore la proportion de ménages) et la dispersion (la dispersion des
salaires).

. En statistique, ces propriétés se mesurent au moyen de divers indicateurs. Par exemple, la

tendance centrale de la fonction de répartition de X est une valeur autour de laquelle se
regroupent les valeurs prises par X dans la population ; on mesure typiquement cette tendance
centrale par la médiane ou I’espérance de X.?

La dispersion, qui décrit le caractere plus ou moins regroupé des valeurs de X autour d’une
tendance centrale, se mesure fréquemment par la variance de X.*

. Un indicateur qui mesure une propriété donnée d’une fonction de répartition est appelé pa-

rameétre de cette fonction de répartition. La valeur d’un parametre est un nombre réel qu’on
peut calculer dés qu’on connait la fonction de répartition.

Exemple : Si on s’intéresse a la tendance centrale de Fx, le paramétre considéré peut étre

la médiane Me(X). La valeur du paramétre est la valeur de la médiane qu’on calcule a

partir de Fix grace a la formule Me(X) = inf{a € R| Fx(a) > 3}.
Avec les notions introduites ci-dessus, on se place dans une situation ou on s’intéresse a une
propriété de Fx, mesurée par un parametre. Celui-ci est alors appelé paramétre d’intérét et
on le notera 6.

. Si on peut observer la valeur de la variable X pour chaque individu de la population, alors

on connait la fonction de répartition Fy (voir comment au point 2). Par conséquent, d’apres
ce qui vient d’étre dit, on peut calculer la valeur du parametre d’intérét (voir le point 6).

. La possibilité d’observer la valeur de la variable pour chaque individu signifie effectuer un

recensement de la population. Ceci ne peut dans bien des cas étre envisagé. Les raisons pour
cela sont multiples : le recensement peut étre trop coiiteux (notamment en temps) lorsque le

3. L’espérance de X, notée E(X), s’interpréte comme la valeur attendue de X. Ce nombre s’interpréte également

comme la moyenne de X au sein de la population. La médiane de X, notée Me(X), est la plus petite valeur telle que la

proportion d’individus dans la population pour laquelle X est supérieure & Me(X) est d’au moins 50%. Formellement,
on a Me(X) =inf{a € R| Fx(a) > 1}.
4. La variance de X, notée V(X) est une mesure de la distance moyenne entre les valeurs de X dans la population

et l'espérance de X.
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nombre d’individus dans la population est grand (par exemple lorsque la population est celle
de tous les employés en France) ; le recensement peut conduire & la destruction des individus
(par exemple lorsqu’on mesure a quelle tension le cable d'ascenseur a rompu), etc.

Cette impossibilité implique aussi 'impossibilité de calculer (et donc connaitre) la valeur de 6.
On se contente alors, pour des raisons qui seront développées plus bas (& partir du point 17), de
mesurer la caractéristique pour un sous-ensemble de la population. Les individus composant
ce sous-ensemble peuvent étre choisis de différentes manieres. Nous nous contenterons de
mentionner que la maniere de choisir ces individus a des conséquences importantes sur les
propriétés des méthodes statistiques qui seront employées par la suite.

La maniere de choisir les individus dans une population que nous retiendrons est appelée
échantillonnage aléatoire simple. Celle-ci procede de la maniere suivante. On choisit au ha-
sard® un premier individu dans la population et on effectue pour cet individu une mesure au
moyen de la variable X. Cette mesure est une valeur notée x; de X. On « remet » 'individu
dans la population et on répete ’étape précédente, ce qui fournit une seconde mesure xo. En
répétant cette opération n fois, on dispose de n mesures (ou observations) z1,...,x, de la
variable X.

Exemple : La variable X est la mesure de la taille d'un enfant de CP dans le Nord. On

choisit au hasard un premier enfant inscrit en CP dans le Nord, on mesure sa taille et on

la note 1. On « remet » I'enfant dans I'ensemble des enfants de CP dans le Nord et on

en choisit au hasard un deuxiéme; on note sa taille x5 ; etc.

De maniére évidente, ces observations ne peuvent étre connues avec certitude & ’avance,
puisqu’elles dépendent de qui sont les n individus choisis dans la population. Par conséquent,
x1,..., T, sont considérées comme les réalisations de variables aléatoires X1, ..., X,.°

Les propriétés de ces variables aléatoires sont assez faciles a déduire de la fagon dont elles

sont introduites.

— X sert a mesurer la caractéristique du ¢ individu choisi. Cet individu est choisi de manieére
tout a fait indépendante des autres. En effet, savoir que des individus j, &, ¢, ... ont été
choisis et savoir que pour ces individus on a effectué les mesures x;, z3, ¢, . . . de la carac-
téristique n’affecte pas la probabilité pour qu’on fasse quelque mesure particuliere que ce
soit chez 'individu 7. Autrement dit, le fait de connaitre les réalisations de X, Xj, X, ...
n’affecte pas la loi de probabilité de X;. On dit que les variables aléatoires X, ..., X, sont
indépendantes. Ceci signifie qu’il n’existe aucune liaison d’aucune sorte entre ces variables
aléatoires. On peut donc étudier les propriétés de 'une d’elles en écartant les autres sans
que cette étude soit affectée par cette mise a ’écart.

— Considérons alors la i® de ces variables aléatoires, X;, et essayons de trouver sa loi de
probabilité, caractérisée par sa fonction de répartition Fy,(a) = P(X; < a), a € R. On
note d’abord que l'individu ¢ étant choisi au hasard, les valeurs possibles pour X; sont les

5. Choisir au hasard un objet dans un ensemble signifie ici que n’importe quel objet a la méme probabilité d’étre

choisi que n’importe quel autre objet dans cet ensemble.

6. D’une maniére un peu vague, on définit une variable aléatoire comme une grandeur pouvant varier en fonction

du résultat d’une expérience aléatoire. Ici I'expérience est le choix d’un individu au hasard dans la population. La

grandeur est la mesure de la caractéristique étudiée chez l'individu qui sera choisi. Cette mesure dépend clairement

de quel est I'individu qui a été choisi au hasard, donc du résultat de ’expérience aléatoire.



238

14.

15.

CHAPITRE 10. RAPPELS SUR LA DEMARCHE DE L’INFERENCE STATISTIQUE

mémes que les valeurs possibles pour X. De plus, pour n’importe quel réel a, on sait qu’il
y a une proportion égale & Fx(a) d’individus dans la population pour lesquels la variable
X est inférieure ou égale a a. Par conséquent, si on choisit un individu au hasard dans la
population, disons le ¢, alors la probabilité pour que la mesure de la caractéristique pour
cet individu soit inférieure ou égale & a est précisément égale & Fx(a).” Formellement, on
a P(X; < a) = Fx(a). Ceci étant vrai quelque soit le choix de a, on a Fx, = Fx. Ceci
étant vrai pour tout i, on a Fy, = --- = Fx, = Fx. Autrement dit, les variables aléatoires
X1,..., X, ont la méme loi de probabilité. On dit que Xi,..., X, sont identiquement
distribuées.

On note que la variable X a une répartition dans la population qui est identique a celle des
variables aléatoires X7,...,X,. Or nous n’avons a aucun moment considéré la variable X
comme aléatoire. Celle-ci a été simplement définie comme la facon de mesurer la caractéris-
tique d’intérét (voir le point 1 ci-dessus).

Cependant, en utilisant le méme raisonnement que celui introduit dans le point précédent,
il est facile de déduire que si on considére la variable aléatoire X désignant la mesure de la
caractéristique étudiée pour un individu choisi au hasard dans la population, alors la fonction
de répartition de X est la méme que celle de X. 11 n’y a donc pas lieu de différencier Xet X:
ces deux variables servent a mesurer la méme chose et ont la méme fonction de répartition.

On comprend alors pourquoi on a Fx, = Fx. En effet, X est la mesure de la caractéristique
étudiée pour individu quelconque choisi au hasard dans la population, et X; désigne la méme
chose, mais lorsqu’on convient que l'individu choisi au hasard désigne le ¢ des n individus
extraits de la population.

Autrement dit, 'expérience aléatoire qui consiste & choisir au hasard un individu, qu’on
appellera i, dans la population et qui permet de définir X; est une réplique identique de
I’expérience qui consiste a choisir au hasard un individu quelconque et qui permet de définir
X. La fonction de répartition, et donc la loi de probabilité, de ce deux variables est par

conséquent la méme.

On rappelle que des variables aléatoires forment un échantillon aléatoire simple si elles sont in-
dépendantes et identiquement distribuées. Cette définition fait apparaitre X, ..., X,, comme
un échantillon aléatoire simple. De plus, comme la loi commune de ces n variables aléatoires
est celle de X, on dit que X7, ..., X, forment un échantillon aléatoire simple de X.

On rappelle également qu'un tirage dans une loi de probabilité P est un nombre qui est
la réalisation d’une variable aléatoire dont la loi est P. Par conséquent, les observations
x1,...,Ty ¢tant les réalisations de variables aléatoires indépendantes ayant toutes la méme
loi, sont considérées comme des tirages dans cette loi. Celle-ci étant celle de X, on interprétera
x1,...,%, comme n tirages indépendants dans la loi de X, ou encore dans Fx.®

7. Le raisonnement utilisé ici est identique & celui — bien connu — concernant des boules dans une urne : si une

urne contient une proportion p de boules blanches, alors la probabilité pour qu’une boule choisie au hasard dans I'urne

soit blanche est égale & p. Les raisonnements de ce type permettent de voir des proportions comme des probabilités

et vice versa.

8. On ne fera pas de différence entre une probabilité et sa fonction de répartition. Par conséquent, une loi de

probabilité désigne aussi bien I'une que I'autre.
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16. Résumé des points qui précédent. On ne peut faire de recensement et calculer 6. On
constitue, par une méthode de sélection appelée échantillonage aléatoire simple, un n-uplet
de variables aléatoires Xi,...,X,, indépendantes et identiquement distribuées. La loi de
probabilité commune de ces variables est la méme que celle de X. Donc X1, ..., X, forment un
échantillon aléatoire simple de X. En conséquence, les réalisations x1,...,x, de ces variables
aléatoires constituent n tirages indépendants dans la loi Fx de X.

10.2 Présentation du principe de l'inférence statistique

17. 1l reste a expliquer pourquoi, devant 'impossibilité d’effectuer un recensement et de calculer la
valeur du parametre d’intérét 6, on procede de la maniere décrite ci-dessus. Plus précisément,
quel est le but qu’on peut se fixer en matiere de connaissance que ’on peut avoir de 6 7 Que
peut-on faire avec les observations de Xi,..., X, pour atteindre ce but?

La valeur de 6 ne pouvant se calculer, on peut tout au mieux 'approximer. Si on constitue un
échantillon aléatoire simple de X, c’est dans ce but. Il faut donc montrer qu’il est possible, a
partir de X1, ..., X,,, de construire des méthodes permettant d’approximer la valeur inconnue
du parametre d’intérét 0. Cet objectif est celui que se fixent (sous diverses formes) toutes les
méthodes de I'inférence statistique.

18. Le principe de base de l'inférence statistique est qu’un échantillon constitué au moyen de
tirages dans une loi contient de linformation sur cette loi. Reconnaissant ce principe, il est
naturel de chercher des méthodes qui permettent d’extraire cette information. Toute méthode
construite dans ce but est une méthode d’inférence statistique.

19. Il est évident que si Xq,..., X, sont indépendantes et ont comme loi commune F'x, alors la
loi de toute variable aléatoire s’exprimant comme une fonction 7' des variables Xq,..., X,
sera déduite de F'x.

Exemple : Soit une variable aléatoire X suivant la loi B(p). Soit X1, ..., X, un échantillon

aléatoire simple de X. Soit la fonction T : R™ — R définie par T'(z1, ..., @,) = = >0 | ;.

On forme la variable aléatoire Y = T'(X1,..., X,) = 1 37" | X;. La loi de Y sera déduite

de celle de X1, ..., X, c'est a dire F'x. En particulier, il est bien connu que |I'espérance de

Y est la méme que celle de X, c’est a dire p. On sait également que nY = >""" | X suit

une loi B(n; p). Par conséquent, les valeurs probables pour nY" (resp. pour Y) se situeront

autour de n x p (resp. p).
Toute variable aléatoire s’exprimant comme une fonction de X1, ..., X, seulement est appelée
statistique. L’étude de la facon dont la loi d’une statistique dépend de celle de X7q,..., X,
s’appelle la théorie de I’échantillonnage. Dans une telle approche, on connait F'x et on déduit

la loi de T'(X1,...,Xp).

20. Le point qui précede rappelle qu’il existe un lien de F'xy vers les propriétés de Xy,..., X, et
donc un lien de 6 vers les propriétés de Xi,..., X,. On peut essayer d’obtenir un lien dans
Iautre sens : des propriétés de X1, ..., X, peut-on inférer quelque chose sur 6 ?

Exemple : Dans I'exemple précédent, supposons que le paramétre d’intérét soit 0 = p,
dont on ignore la valeur. Supposons qu'on dispose de n = 100 observations de variables
aléatoires X1,..., X100 et qu'avec ces observations on ait obtenu la valeur 0,31 pour la
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: . . 100
variable Y. Autrement dit, les observations x1,...,Z100 sont telles que ﬁ imy Ti =

0,31. On ne connait pas la valeur de 6, mais, en reprenant la remarque de I'exemple
précédent, les observations nous disent que ce paramétre a certainement une valeur pour
laquelle observer que Y vaut 0,31 est un événement probable. Cela élimine donc comme
valeurs plausibles de 6 celles qui sont trop éloignées de 0,31.
Cet exemple illustre la démarche de 'inférence statistique, consistant a inférer de 'observation
d’un échantillon des énoncés sur les propriétés de la loi dont il est issu, et en particulier sur la
parametre d’intérét de cette loi. En termes plus généraux, cette démarche infére les propriétés
(inconnues) d’une population a partir des propriétés (observées) d’une partie de la population
(cette partie étant constituée des individus sélectionnés).
On peut illustrer le contenu de cette section par l'expérience suivante. Considérons une va-
riable aléatoire X qui suit une loi normale ayant une espérance et une variance données. Au
moyen de techniques de génération de nombres aléatoires, on effectue indépendamment 200
tirages aléatoires de nombres réels, de sorte que pour chaque tirage la probabilité pour que le
nombre soit compris entre a et b est

Pla< X <b) = —M>dm

1 /b
—— [ exp
V2ora? Ja ( 202

pour toute paire de réels a et b (a < b), ou p et o sont les valeurs de I'espérance et de
la variance de X que 'on s’est donné, respectivement. Les variables aléatoires X1, ..., X2,

qui désignent les nombres qui seront tirés lors des 200 tirages, forment donc un échantillon
200

aléatoire simple de X. On calcule ensuite la moyenne de ces nombres : ﬁ Yoimt
On effectue cette expérience en choisissant tour a tour diverses valeurs de ’espérance. Dans

le tableau ci-dessous, on reproduit les résultats obtenus.

Expérience | Valeur de I'espérance | Moyenne observée

1 —10 —10.50
2 -5 —4.75
3 -1 —1.20
4 0.03
) 1 1.08
6 ) 5.08
7 10 9.94

On constate que la valeur de la moyenne varie en fonction du choix de la valeur retenue pour
Iespérance et, plus spécifiquement, que la premiere est proche de la seconde. Cela illustre
la dépendance de la loi d’une statistique (ici la moyenne) vis a vis de la loi des variables de
I'échantillon (en particulier 'espérance de cette loi).

Considérons maintenant I'expérience « réciproque » dans laquelle on ne se donne plus diverses
valeurs de lespérance p, mais ou on suppose plutdt que celle-ci est inconnue, mais qu’elle est
égale & I'une des valeurs de I'ensemble {—10,—5,—1,0,1,5,10}. On se donne en revanche la
valeur observée de la moyenne ﬁ 23201 X, des nombres qui ont été tirés, et sur cette base, on
essaie de « deviner » (ou estimer, en langage statistique) quelle est la valeur de 'espérance.

Au vu de 'expérience précédente, qui illustre le fait que la moyenne a tendance a étre proche
de 'espérance, si on observe que la moyenne vaut —10,5 on dira que la valeur de ’espérance
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est sans doute égale a —10. Si la valeur observée de la moyenne est 1,08 on dira plutot que la
valeur de I'espérance est certainement 1, et ainsi de suite.

22. Cet exemple illustre la démarche de 'inférence statistique dans laquelle le probleme consiste
a « deviner » a partir d’observations la valeur inconnue d’un parametre de la loi d’ou sont
issues ces observations. La raison pour laquelle cette démarche est basée sur l'utilisation
d’observations est que celles-ci ont un comportement qui est entierement déterminé par la
loi dont elles proviennent, et que par conséquent ces observations peuvent nous restituer de
I'information sur cette loi, ou plus particulierement sur un parametre d’intérét de cette loi.
Il est crucial de noter 'importance du modéle statistique dans une démarche d’inférence. Un
modele statistique (voir plus loin pour un définition un peu plus formelle) est une description
des propriétés de la loi de probabilité dont sont issues les observations, ainsi qu'une description
de la maniére dont elles en sont issues. Une telle description permettra alors 1’étude des
propriétés de la statistique formée a partir des observations (par exemple, cette statistique
a-t-elle tendance a prendre des valeurs proches du parametre d’intérét 7). Le modele sert donc
de cadre d’analyse des propriétés de statistiques destinées a approximer le parametre d’intérét.
Si on ne se donne aucune information sur la maniere dont les observations sont reliées a une
loi de probabilité, il est impossible de savoir comment ces observations peuvent nous restituer
de I'information a propos de cette loi, ou a propos de 'un des parametres d’intérét de cette

loi.

10.3 Les problemes d’inférence usuels

Il est commun de distinguer trois problemes d’inférence. Cette section présente chacun d’eux.
La notation est la suivante. Le parameétre d’intérét est noté §. Sa vraie valeur est un nombre réel
inconnu appartenant a un ensemble © appelé ensemble des valeurs possibles du parametre. 6 est
le parametre d’une loi de probabilité qui sera celle d’une variable aléatoire X, et qu’on notera
Fx( - ;0). Pour toute valeur possible y € © du parameétre 6, le nombre Fyx(z;6p) désigne la
probabilité de I'évenement (X < z), calculée lorsque la valeur du parametre de la loi de X est 6.
Exemple : Si on s'intéresse par exemple a estimer la proportion p de ménages francais ayant
un acceés internet a domicile, 6 coincide avec p : 6 = p. L'ensemble des valeurs possibles est
© = [0;1]. La loi de probabilité dont 6 est le parametre est la loi de Bernoulli #(#). Donc
Fx (z;6p) désignera la fonction de répartition d'une variable aléatoire X ~ (6y) :

0,si <0
Fx(z;00) =P(X <z2)=<1—6y, si0<z<1
Lsiz>1

Exemple : On s'intéresse a la variable X qui mesure la variation du pouvoir d'achat d'une catégorie
de francais sur une période donnée. On suppose que la distribution de cette variable au sein de la
population considérée suit une loi normale A (y,0?). Cela signifie qu'en choisissant un individu
au hasard dans la population, la probabilité d'observer que la variation de son pouvoir d'achat
est comprise entre a et b est

b 2
P(aﬁXﬁb)ﬁ/exp(%Tu))dx




242 CHAPITRE 10. RAPPELS SUR LA DEMARCHE DE L’INFERENCE STATISTIQUE

Ici, on peut considérer que le paramétre d'intérét 6 est le couple (i, %), qui paramétrise la loi
N (u,0?) de la variable étudiée. L'ensemble © sera naturellement Rx |0; +oo[. Pour un couple
donné 6y = (1o, 02) de ©, la notation Fx (x;6y) désignera donc la fonction de répartition de loi

N (po,03) :
L (tuo)2>
Fx(x;0 :7/ ex <7 dt, rEeR
x (@3 60) 27TU§ —oo P 208

On dispose de n mesures X7, ..., X, dela variable X, obtenues par un procédé d’échantillonnage
aléatoire. Dans cette présentation générale, on supposera que X7, ..., X,, constituent un échantillon
aléatoire simple de X : Xq,...,X,, sont indépendantes et suivent toutes la méme loi que X. On
rappelle la distinction faite entre les variables aléatoires X7, ..., X, et les réalisations (ou valeurs

observées) de ces variables, notées x1, ..., x,.

Lorsqu’un probleme d’inférence en formulé, la solution qu’on lui apporte est appelé méthode
d’inférence. 1l est essentiel de mentionner que quel que soit le probléme d’inférence considéré (voir
les sections qui suivent), il existe a chaque fois plusieurs méthodes d’inférence. Par conséquent, se
posera le choix de la « bonne » méthode. Pour que cette question ait un sens, il faut alors étre en
mesure de comparer plusieurs méthodes d’inférence disponibles pour résoudre un méme probleme
d’inférence. Lorsque de tels moyens de comparaison sont établis, on peut alors étre capable de

retenir les meilleures méthodes d’inférence.

Les propriétés d’'une méthode d’inférence particuliere sont étudiées relativement au probleme
d’inférence posé. Autrement dit une méme méthode d’inférence peut étre bonne pour un probléeme
et mauvaise pour un autre. Ceci pose donc la question du cadre dans lequel on pose le probléeme
d’inférence et dans lequel on analyse les propriétés d’une méthode d’inférence destinée a résoudre
le probleme posé. Ce cadre est appelé modéle statistique. Un modele statistique est défini comme
I’ensemble des lois qu’on considere a priori possibles pour les variables X,..., X,.

Dans le premier exemple ci-dessus, les variables constituant I’échantillon sont des variables
aléatoires de Bernoulli. La ¢ d’entre elles, X, indique si I'individu ¢ posséde un acces internet a
domicile (dans ce cas on observera X; = 1) ou non (et on observera alors X; = 0). Le modele est
I’ensemble des lois pour Xi,...,X,, telles que ces variables sont indépendantes et identiquement
distribuées, chacune d’entre elles ayant une loi de Bernoulli #(#), 6 € ]0, 1[. Dans le second exemple,
X, est la mesure de la variation du pouvoir d’achat du ¢ individu de I’échantillon au cous de la
période donnée. C’est a priori un réel quelconque. L’ensemble des loi possibles est 'ensemble des
lois pour Xi,..., X, indépendantes et identiquement distribuées selon un loi normale N (u, o?),
peRet o €]0,00].

10.3.1 Estimation

L’objectif d’'un probleme d’estimation est d’approximer la valeur inconnue du parametre 6. Cela
peut se faire de deux manieres :

1. on peut approximer € par une valeur isolée dans O ;

2. on peut approximer le parametre en cherchant une région de © choisie de sorte qu’elle

9. Ces méthodes portent des noms particuliers selon la catégorie de probleme d’inférence qu’on souhaite résoudre
(voir les sections qui suivent).
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contienne la valeur inconnue de 6 avec une probabilité élevée, et ceci quelle que soit cette

valeur inconnue.

Le reste de cette section est consacré au premier type d’estimation. Le second sera abordé a la
section 10.3.3.

On parle d’estimation ponctuelle de 0 lorsque 1'objectif correspond au premier des deux cas
ci-dessus. Pour estimer 6, on utilise un estimateur. Un estimateur est une variable aléatoire T,
obtenue comme une fonction 7" de Xi,..., X, a valeurs dans © et formée dans le but de fournir

des approximations de 6. On a

T : R®” - ©

(Ury ..oy un) = T(ug,. .., uy)

et T, =T(X1,...,X5).

Une approximation de 6 obtenue en utilisant un estimateur est appelée estimation de 6. C’est
une valeur ¢,, € © obtenue a partir de l'estimateur 7,, de la maniére suivante : t,, = T(x1,...,Zp).
C’est donc la valeur prise par la variable aléatoire T,, lorsque les observations sont x1, ..., x,.

Exemple : On reprend I'exemple de I'accés a internet a domicile. 6 est le paramétre d’une loi de
Bernoulli. Pour n ménages choisis au hasard, on introduit les variables aléatoires X1,..., X, de
la maniere suivante : X; = 1 si le ¢®* ménage choisi a un acces internet a domicile et X; = 0 sinon,
i=1,...,n.La proportion § de ménages qui dans la population ont un acces a internet a domicile
peut étre estimée par la proportion de ménages qui dans I'échantillon ont un acces a internet a

domicile. L'estimateur T3, utilisé dans ce cas est cette proportion : T, = % >, X;. La fonction

T est donc définie par T'(uq, ..., un) = %Z?:l u;. Si on observe X1 =z, ..., X,, = x,, alors

|'estimation t¢,, obtenue a partir I'estimateur 7}, est le nombre t,, = %2?21 T;.

Pour un méme probléme d’estimation (méme parametre a estimer a partir des mémes mesures
X1,...,Xy,), on peut utiliser plusieurs estimateurs. On les compare usuellement au moyen de leur
biais et de leur précision.

Ces notions sont définies au moyen de 'espérance de 7;, (ou d’une fonction de 7},). Cette variable
aléatoire étant une fonction de X7, ..., X,,, (on rappelle que T,, = T'(X1, ..., X,,)) I'espérance E(T},)
se calcule & partir de la loi de X7,...,X,,. Ces variables formant un échantillon aléatoire simple de
X, laloide Xy,...,X, est donnée par la loi de X. Par conséquent, E(T},) se calcule a partir de la loi
de X, c’est a dire Fx( - ;0). Puisque celle-ci dépend de 6, il en sera de méme pour E(T},). Autrement
dit, il existe autant de fagons de calculer E(T,,) qu’il y a de lois a priori possibles pour X, et donc
au moins autant de fagons qu’il y a de valeurs a priori possibles pour 6. Pour cette raison, on voit

E(T};,) comme une fonction de 6, et pour I'indiquer, on note cette espérance Ey(T3,). 1

Soit T}, un estimateur de 6. On dit que T}, est un estimateur sans biais si pour toute valeur
possible 6y du parametre 6 on a Eg, (T,) — 6p = 0. Si ce n’est pas le cas, 'estimateur 7,, de 6 est
biaisé et son biais en 0y est Eg,(7},) — 0p. Le biais d’un estimateur est donc sa tendance a s’écarter
de la valeur du parametre qu’il estime. Pour cette raison, on peut préférer un estimateur sans biais
a un estimateur biaisé. Le biais fournit donc un moyen de comparer des estimateurs.

10. L’exemple du point 19 (page 239) illustre la dépendance de I'espérance d’une statistique envers les parameétres
de la loi des variables & partir desquelles elle est formée. Dans cet exemple, les variables sont de loi de Bernoulli %(0)
et la statistique T, = % ZZL:1 X, formée a partir de ces variables a pour espérance 0, qui dépend de maniére évidente
de 6.
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La précision d’un estimateur 7T;, de 6 se mesure au moyen de son erreur quadratique moyenne.
Celle-ci est définie comme la fonction qui a la valeur 6y € © associe le nombre Eg, (T}, — 00)2],
ou espérance est calculée en utilisant la loi Fix( - ;6p). L’erreur quadratique moyenne s’interprete
donc comme une mesure de la distance attendue entre un estimateur et la valeur du parameétre
qu’il estime. Un estimateur sera d’autant plus précis qu’il a tendance & ne pas s’écarter de la valeur
du parametre a estimer. Parmi deux estimateurs, on préfere donc en général un celui qui la plus

petite erreur quadratique moyenne.

Lorsque le biais ou l'erreur quadratique moyenne ou tout autre propriété intéressante d’un
estimateur sont trop complexes a calculer, on examine parfois les propriétés asymptotiques de T,,.
Ces propriétés sont celles que ’'on obtient lorsque la taille de ’échantillon est arbitrairement grande
(n — o0). Grace a de puissants théorémes (par exemple le théoréme « central limit » ), les propriétés
limites (celles qu’'on détermine lorsque n — oo) de T, sont souvent plus faciles & calculer que les

propriétés valables pour n fini, quelconque.

On dira par exemple que T}, est un estimateur convergent de 6 si la limite en probabilité de T,

est égale a 0 :

Py, (T, — o] >€) =0, n— oo, Ve > 0,V0, € O.

ol la notation Py, indique que la probabilité est calculée lorsqu’on suppose que la valeur du para-
metre 6 est 6y, et donc que la loi de X est Fx( - ;6p).

La raison pour laquelle on étudie les propriétés asymptotiques d’un estimateur 7;, de 6 peut
étre illustrée de la maniére suivante. Si les conditions d’application d’un théoréme « central limit »
sont satisfaites, alors ce théoréme dit typiquement que la différence entre la fonction de répartition
de T, et la fonction de répartition d’une loi connue. On dit que cette loi connue est la « loi limite
» de T},. Dans beaucoup de cas, cette loi limite est une loi normale. Par conséquent, pourvu que n
soit suffisamment grand, la différence entre les deux fonctions de répartition est aussi petite qu’on
veut. Dans ce cas, sous des conditions appropriées (qu’il faut prendre soin d’établir), les propriétés
qu’on obtient en utilisant I'une des deux fonctions de répartition est aussi proche qu’on le veut
des mémes propriétés obtenues en utilisant I’autre fonction de répartition. Ainsi, supposons qu’on
s’intéresse au biais de 'estimateur T,,. Selon la définition ci-dessus, si la valeur du parameétre 6 est
6o, le biais vaut Eg,(T),) — 6p. Placons-nous dans le cas ol on ne sait pas calculer Eg (7},). Sous
les conditions décrites dans ce paragraphe, pourvu que n soit suffisamment grand, la différence
entre cette espérance et I’espérance de T;, calculée en utilisant la loi limite est aussi petite qu’on le
souhaite. Or il est souvent établi que I'espérance calculée a partir de la loi limite est égale a 6. Par
conséquent, si n est suffisamment grand, Eg,(7},) est aussi proche que I'on veut de 6, ou encore, le
biais Eqg, (T},) — 6o est aussi petit que I'on veut.

En conclusion, sous des conditions apropriées qui permettent d’utiliser des résultats tels que le
théoreme « central limit », si n est suffisamment grand, calculer les propriétés asymptotiques d’un
estimateur revient quasiment a calculer les véritables propriétés de cet estimateur. La difficulté de
cette approche réside dans le fait qu’il est difficile (et méme souvent impossible) d’établir que la taille
n de I’échantillon dont on dispose est effectivement suffisamment grande pour que I’approximation
faite en utilisant une loi limite est satisfaisante.
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10.3.2 Test d’hypothese
10.3.2.1 Probléme de test

Un probléeme de test est un probléme dans lequel il faut décider parmi deux hypothéses mu-
tuellement exclusives, chacune concernant la valeur § du parametre d’intérét, celle qu’on consideére
comme étant vraie. Ces hypothéses sont notées Hg et Hp et appelées respectivement hypothese
nulle et hypothese alternative.

Exemple : Si 0 désigne une proportion, on peut avoir avoir a choisir entre les hypothéses Hy :
0 < ietH:0> 1 cellequon considére comme vraie.

Quelle que soit 'hypotheése considérée comme vraie, on suppose qu’il y en a toujours une (et

une seule) qui est vraie en réalité, c’est a dire qui est compatible avec la vraie valeur 6.

Résoudre un probléme de test se dit tester Hy contre H.

10.3.2.2 Test statistique

Le procédé par lequel on choisit entre Hy et Hy est appelé test (ou encore regle de décision, ou
régle de classification). Un test statistique est un test dans lequel la décision est prise sur la base
de l'observation d'un échantillon Xi,..., X, (de maniére a utiliser I'information que 1’échantillon
apporte a propos du parametre et donc a propos des hypotheses formulées). Les décisions possibles
sont « on décide que Hy est vraie » d’une part, et « on décide que Hy est vraie », d’autre part. On
peut alors définir formellement un test comme une application ¢ définie sur R™ et a valeur dans
{0,1} qui indique la décision prise en fonction de 1’échantillon obtenu. Plus précisément, cette fonc-
tion est définie ainsi : ¢(X7,...,X,) = k si et seulement si sur la base de I’échantillon X1,..., X,
on décide que Hy est vraie, k = 0, 1. La variable aléatoire o, = p(Xq,...,X,) s’interpréte comme
la régle utilisée pour prendre une décision sur la base de I’échantillon Xi,...,X,. Si on a observé
X1 = z1,..., X, = xp, la décision prise au moyen du test ¢ est 'élément de {0,1} qu’on note
o(x1, ..., x,).

Un test statistique permet de prendre une décision a propos de la vraie valeur de 6 en utilisant
certaines propriétés de I’échantillon. Pour construire un test, on cherche en général s’il existe une
propriété de ’échantillon qui change — si possible fortement — selon qu’on considére Hy ou bien
H; comme étant vraie. Cette propriété est mesurée par une statistique 7, formée a partir des
variables composant ’échantillon : T,, = T'(Xq, ..., X,).

Exemple : Le parametre 6 est la proportion de ménages francais disposant d'un accés internet
a domicile. Autrement dit, si on mesure cette caractéristique d'un ménage choisi au hasard par
X, on notera X = 1 I'évenement qui se réalise si le ménage dispose d'un acces internet a son

domicile et X = 0 son contraire. On a évidemment X ~ Z(6). Admettons que |'on veuille tester

Hy:0< % contre Hy : 0 > % et que pour cela on dispose d'un échantillon aléatoire simple
Xq,..., X, de X.

Les hypothéses portent sur une proportion d'individus dans la population. On sait que cette
proportion et la méme proportion calculée dans I'échantillon ont tendance a étre semblables.
Autrement dit, une propriété de |'échantillon qui changera selon que Hj est vraie ou pas est la
proportion de variables X7,..., X, dans |I'échantillon qui prendront la valeur 1. En effet, si Hy
est vraie, c'est a dire si @ < 2, il est probable que cette proportion sera elle méme proche de

2
plus petite que = ; si au contraire Hy est fausse, alors il sera probable d’'observer une valeur plus

N[
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grande que % pour cette méme proportion. On choisit donc de mesurer cette propriété au moyen
de la statistique T}, = %Z?:l X;, c'est a dire de la proportion d'individus de I'échantillon ayant
un acces a internet a domicile.

Ainsi, on pourra partitionner ’ensemble, noté T C R, des valeurs possibles de la variable
aléatoire T;, de la fagon suivante : T = .7 U .7, ot J = T\ 7. L’ensemble .7 est I'ensemble des
valeurs les plus vraisemblables de T}, lorsque H; est vraie et I'ensemble .7 est donc I’ensemble des
valeurs les plus vraisemblables de T;, lorsque Hg est vraie. Dans cette présentation, on voit qu’il est
donc souhaitable de faire dépendre le choix de T}, et de .7 des hypotheses Hy et Hy posées.

Le principe d’un test consiste alors a comparer le comportement probable de T, en supposant
successivement que Hy est vraie, puis que H; est vraie, avec le comportement observé de T,,. On
décidera que H1 est vraie si le comportement observé de T;, est plus proche de celui qui est probable
lorsqu’on suppose que Hi est vraie, que du comportement de 7, qui est probable lorsque Hy est
supposée vraie. Un test ¢ sera donc de la forme ¢(Xy,...,X,,) = 1 si et seulement si T,, € 7, et
©(X1,...,X,) = 0 sinon. L’ensemble .7 est donc l’ensemble des valeurs de 7;, conduisant & une
acceptation de H; et donc & un rejet de Hy par le test . On appelle 7 la région critique du test
.

Exemple : Dans |'exemple précédent, puisqu'il est vraisemblable d'observer une valeur de T,
grande par rapport a % lorsque H; est vraie, I'ensemble .7 peut étre choisi de la forme .7 = ]% +
d; 1] pour un certain réel positif d. Le test correspondant sera donc de la forme p(X5,..., X,) =1
ssil>T, > % + d. Si cet événement est observé, la valeur atteinte par T;, est une valeur trop
peu vraisemblable au regard de ce a quoi on s'attendrait si H était vraie. On décide alors qu’elle
ne l'est pas, mais que c'est Hi la vraie hypothése.

A ce point, la question est : quand considére-t-on qu'une valeur donnée de 7T}, est vraisemblable
lorsque Hy (ou Hp) est vraie? Le critére qui permet de répondre & cette question est basé sur un
calcul de risques.

10.3.2.3 Calcul des risques

Un test conduit forcément a prendre I'une des deux décisions suivantes : on considere que H
est vraie, ou bien on considére que H; est vraie. Evidemment, I’hypothese considérée comme vraie
a l'issue du test ne 'est pas forcément, c’est a dire n’est pas forcément vérifiée par la vraie valeur
du parametre. Autrement dit, il est possible de prendre une mauvaise décision. Deux types d’erreur
amenant a une mauvaise décision sont possibles :

— lerreur de type 1 : décider de considérer que H; est vraie alors que Hy est la vraie hypothese;

— lerreur de type 2 : décider de considérer que H( est vraie alors que H; est la vraie hypothése.
Pour savoir si on a commis une erreur, il faut comparer sa décision avec la réalité. Cela exige
de connaitre cette derniere et par conséquent de savoir quelle est I’hypothese vérifiée par la vraie
valeur 6§ du parametre. Or cette derniere est inconnue et par conséquent on ne peut pas savoir sans
ambiguité quelle est, parmi Hy et Hp, 'hypotheése qui est vraie. Par conséquent, quel que soit le
test utilisé, quel que soit le choix de .7 et quelle que soit la décision prise, on ne peut jamais savoir
si cette décision prise conduit & une erreur.

On peut en revanche calculer la probabilité de commettre une erreur en envisageant tour a tour
que Hy, puis Hy, est vraie.
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1. Supposons que Hj est vraie. Il y aura dans ce cas erreur (de type 1) si la décision consiste &
considérer que H; est vraie, autrement dit si ’événement T,, € 7 se réalise. Par conséquent,
la probabilité de commettre une erreur de type 1 est la probabilité P(T,, € .7), calculée en
supposant que Hy est vraie. On appelle cette probabilité risque de type 1 (ou RT1).

2. Supposons que H; est vraie. Par le méme argument que dans le point précédent, la probabilité
de commettre une erreur de type 2 est P(7), ¢ .7), calculée en supposant H; vraie. On appelle

cette probabilité risque de type 2 (ou RT2).

Notons que ces risques sont des nombres, compris entre 0 et 1 (ce sont des probabilités).

Remarquons aussi que RT1 # 1 — RT2, bien que les événements (7,, € 7) (qui sert a définir
le RT1) et (T, ¢ 7) (qui sert a définir le RT2) soient contraires. Cela provient du fait que la
probabilité de I'un n’est pas calculée sous les mémes conditions que la probabilité de ’autre. Dans
le calcul de P(T,, € 7) on suppose que Hy est vraie, alors que pour calculer P(T,, € .7), on
suppose H; vraie. On traduit souvent cela en notant Py, ou Pp, pour indiquer si un calcul de
probabilité se fait en supposant Hi ou Hj vraie, respectivement. Ainsi, on peut écrire le RT1
comme Pp, (T € 7). On voit ainsi aisément que méme si Py (T € 7) =1— Py, (T ¢ 7), en
général on a Py, (T'€ 7)#1—Py, (T ¢ .7), c’est-a-dire RT1 # 1 — RT2.

10.3.2.4 Comparaison de tests. Choix d’un test

Pour un probleme de test donné, il existe évidemment plusieurs tests possibles. Par exemple,
on peut construire un test basé sur une statistique 7}, et une région .7 de valeurs possibles pour
T, qui décide donc Hy si T,, € 7. Il existe autant de tests de cette forme qu’il existe de choix
possibles pour 7. Par exemple, si .7 est un intervalle de la forme |t*, o0o[, il y a autant d’intervalles
possibles qu’il y a de choix possibles pour t*. Par ailleurs, on peut également construire des tests
basés sur une statistique .S,, autre que T,, et utiliser un test qui décide Hy si S,, € . pour une
certaine région ..

Pour choisir entre deux tests, on se base sur leurs probabilités de commettre des erreurs. Deux
tests différents n’auront en général pas les mémes risques. Comme des risques sont des probabilités
de se tromper (de prendre de mauvaises décisions), des deux tests on préferera celui dont les RT'1
et RT2 sont les plus petits. De maniere plus générale, pour un probleme de test donné, on sera
tenté de choisir parmi tous les tests possibles celui dont les risques de type 1 et de type 2 sont plus
petits que ceux de n’importe quel autre test. Une telle approche butte sur la non-existence d’un tel
test dans les situations qui présentent un intérét. Pour se rendre compte de cette non-existence, on

peut considérer ’exemple suivant.

Exemple : On reprend I'exemple précédent dans lequel on s'intéresse a la valeur de la proportion
6 de ménages francais ayant un acces a internet a domicile, a propos de laquelle on souhaite
tester Hy : § < 1 contre Hy : § > 1. Puisque T,, = > | X;, la proportion de ménages de
I"échantillon ayant un accés a internet a domicile, a tendance a étre proche de 6, on s'attend a
ce que T;, prenne une valeur significativement plus grande que % si Hq est vraie. Par conséquent,
on peut choisir un ensemble .7 (ensemble de valeurs probables pour T;, lorsque H; est vraie) de
la forme .7 :]% +d, 1], ol d est un nombre que I'on se donne. Ainsi, le test est o7 7 =1 <~
T, > %—i—d; il consiste a rejeter I'hypothése que la proportion des ménages francais ayant internet

est plus petite que % lorsque cette proportion, observée sur |'échantillon, est significativement
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plus grande que % Pour choisir d, il est raisonnable de retenir la valeur pour laquelle les risques
du test correspondant seront les plus petits possibles. Pour un choix de d donné, le RT1 est
Py (Tn > 1 +d) et le RT2 est Py, (T), < 3 +d). Il est facile de voir que pour diminuer le RT1
il faut choisir de grandes valeurs de d, alors que pour diminuer le RT2, il faut choisir de petites
valeurs de d. Il est donc impossible de choisir d de maniére a minimiser simultanément les deux
risques. Autrement dit, soient d; et do deux réels tels que 0 < d; < day < % On considére le test
dans lequel on rejette Hy lorsque T}, > %erl ainsi que le test dans lequel on rejette Hy lorsque
T, > % + dy. Le RT1 du premier test sera plus grand que celui du second, alors que son RT2
sera plus petit.

Cet exemple montre que dans un cas particulier, si on s’intéresse a des tests basés sur une
statistique donnée (la statistique 7;, mesurant la proportion dans I’échantillon), ayant une forme
donnée (le test rejette Hy lorsque la statistique prend une valeur plus grande qu’un certain seuil)
alors il n’existe pas de test ayant des risques plus petits que les autres tests. Un résultat plus
général, donné par le théoreme 10.1 ci-dessous, établit que pour pouvoir minimiser simultanément
les deux risques d’un test, alors il faut qu’il existe un événement qui soit a la fois quasiment certain
(de probabilité 1) lorsque Hy est vraie et quasiment impossible (de probabilité nulle) lorsque H
est vraie. Dans un tel cas, il suffit de noter si ’évenement a été observé. S’il I’a été, il est incohérent
de supposer que H; puisse étre vraie, puisque si c¢’était le cas, cet éveénement serait impossible a
observer ; or il ’a été et on décide donc que Hy est vraie. On a un raisonnement semblable lorsque cet
évenement n’est pas observé. Pour qu’un tel évenement existe, il faut que les hypothéses définissant
le probléeme de test attribuent chacune a la loi des variables Xi,...,X,, des propriétés tellement
dissemblables de 'autre, pour qu’on puisse décider « a coup siir » (i.e., avec une probabilité nulle
de ce tromper) celle qui est vraie.'! Des problémes dans lesquels on serait amené & formuler des

hypotheses aussi dissemblables sont sans intérét pratique.

Théoréme 10.1 Soit un probléme de test défini par une hypothése nulle Hy et une hypothése
alternative Hy. Une condition mécessaire pour qu’il existe un test ayant des RT1 et RT2 inférieurs
a ceur de n’importe quelle autre test est qu’il existe un événement A dont la probabilité vaut 1
lorsque Hy est supposée vraie, et 0 lorsque Hy est supposée vraie.

Preuve : Supposons qu’un tel test existe et notons-le ¢*. Son RT1 est Py, (¢*(X1,...,X,) = 1).
Puisque son RT1 est inférieur a celui de n’importe quel autre test, il est en particulier
inférieur au test noté ¢y et qui consiste a toujours accepter Hy, i.e., @o(X1,...,Xn) =
0, VXy,...,X,. Or puisqu’il ne rejette jamais Hy, le RT1 de ¢q est nul (o valant toujours
0, la probabilité que ¢ vaille 1 est nulle). Le RT1 de ¢* vaut 0, puisque c’est un nombre
positif qui doit étre inférieur au RT1 de ¢g. Donc Py, (¢p*(X1,...,X,) = 1) = 0, ou

encore Pr,(¢p*(X1,...,X,) = 0) = 1. On introduit & présent le test ¢1 qui consiste a
toujours rejeter Hy, i.e., p1(Xy,...,X,) =1, VX5,...,X,. Le RT2 de ¢; est nul et par
un raisonnement semblable au précédent, on doit avoir Py, (¢*(X1,...,X,) = 0) = 0.

Définissons alors ’évéenement A comme étant « Les observations sont telles qu’on accepte
», ou encore A = {X1,..., X, | ¢*(X1,...,X,) = 0}. D’apres ce qui
précede on voit que la probabilité de A calculée en supposant H( vraie vaut 1, tandis que

*

Hy avec le test ¢

lorsqu’elle est calculée en supposant Hy vraie, elle vaut 0.

11. 11 apparait dans la preuve du théoreme 10.1 que les tests minimisant les deux risques sont nécessairement des
tests pour lesquels ces risques sont nuls.
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2y .

Egon PEARSON (1895-1980)

FiGure 10.1: J. NEYMAN et E. PEARSON

cap:Neyman-Pearson

L’approche usuelle utilisée pour lever cette indétermination qui porte sur le choix d’un test a
partir des RT1 et RT2 a été proposée par J. NEYMAN et E. PEARSON (voir figure 10.1). Cette
approche consiste a s’assurer que pour un probléme de test donné et pour tout test envisagé pour

le résoudre, le RT'1 de ce test ne dépasse pas une certaine valeur, notée « et appelée niveau du test.
La contrainte qui impose que le RT'1 d’un test ¢ ne dépasse pas le niveau a s’écrit

Puylpn=1) <a (10.1)

Si le test ¢ est construit a partir d’une statistique 7, et prend la forme ¢, =1 < T, € 7,
I'inégalité (10.1) est Py, (75, € .7) < a. Pour un niveau «, tout test satisfaisant I'inégalité ci-dessus
est appelé test de niveau «. Puisque pour tout probléme de test d’une hypothése Hy contre une
hypothese Hy on doit se donner une valeur pour « et utiliser un test de niveau «, on dit qu’on teste

Hy contre Hi au niveau c.

On voit alors par exemple que si le niveau « est fixé, pour des tests de la forme ¢, =1 <~
T, € 7, il existe des choix de .Z qui ne sont pas autorisés car ils conduiraient & une violation de la
contrainte imposée par l'inégalité (10.1). On note que dans I'approche de Neyman-Pearson, on ne
choisit pas directement .7, mais on fixe o d’abord, et ensuite on choisit .7 de maniére que (10.1)
soit satisfaite.

Le choix de « reste arbitraire. Il convient cependant de noter que d’apres la contrainte (10.1),
« représente la valeur maximale que le RT'1 ne doit pas dépasser. Un risque étant une probabilité
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de se tromper, on souhaite en général que cette probabilité ne soit pas trop élevée. Aussi dans la
pratique courante des tests, on retient pour « les valeurs « standard » 0,1, 0,05 ou 0,01.

Exemple : On reprend I'exemple précédent dans lequel on s'intéresse a la valeur de la proportion de
ménages francais ayant un accés a internet a domicile. En suivant ce qui a été dit, on utilisera pour
tester au niveau a = 0,05 Hy : 6 = 5 contre Hy : 0 > 1 un test de la forme o(X1,...,X,) =
1 < T, €]3 +d;1]. La région critique .7 est de la forme |1 + d; 1] et choisir un test pour
décider entre Hy et H; revient a choisir la valeur de d. Si on veut que la contrainte (10.1) portant

sur le niveau soit satisfaite, il faut que I'on ait
Pu,(1>T, >d+ %) <0,05 (10.2)

ou encore Py, (T, > d+ %) < 0,05 puisque, T}, étant une proportion, on a toujours T, < 1. On
rappelle que la notation P, indique que le calcul de probabilité doit se faire en supposant Hy
vraie, autrement dit en supposant que 6 = %, ou encore que X ~ 55’(%) Avec cette supposition,

a loi commune de X4,..., X, est évidemmen et il est facile d'en déduire la loi de T}, =
la | de X X, est évid t A(0) et il est facile d’en déduire la loi de T,
%2?21 X, qui nous permettra de calculer Py, (T, > d + %) pour n'importe quelle valeur de d.
En effet

PHU(Tn >d+ %) = PHO(%ZXZ > d‘i’%) = PHU(ZX'L > nd + %)
1=1

i=1
n
=1-Py,O>_Xi<nd+13)
i=1
On sait que si Hy est vraie, X1,..., X, sont iid %(3) et donc >, X; ~ %(n;3). Ainsi la
probabilité P, (31 | X; < nd + %) est égale a la fonction de répartition de la loi binémiale de
paramétres n et %, évaluée en nd+ 5. Cette fonction est parfaitement connue et cette probabilité

peut donc étre calculée pour n'importe quelle valeur de d. Notons b(n,%) cette fonction. Dans ce
cas, pour que |'inégalité (10.2) soit satisfaite, il faut que

ou encore b(né)(ndJr 5) > 0,95. Il faut donc choisir d de maniere que nd + 5 soit supérieur ou
égal au quantile d’ordre 95% de la loi Z(n, %) On constate donc que toutes les valeurs de d ne
sont pas autorisées si on veut qu’un test de la forme retenue ait un niveau 0,05.

Cependant, méme si la contrainte (10.2) sur le RT1 du test exclut certaines valeurs de d, elle
ne permet pas d'en déterminer une de maniére unique. Pour cela, il faudra prolonger I'approche
en considérant le RT2 : parmi toutes les valeurs de d pour lesquelles la contrainte (10.2) est
satisfaite, on choisira celle pour laquelle le RT2 est le plus faible.

Pour un probléme de test donné, la comparaison de deux tests ne peut se faire que si ces deux
tests satisfont la méme contrainte (10.1) sur leurs RT1. Autrement dit, dans ’approche de Neyman-
Pearson, on ne peut comparer deux tests s’ils n’ont pas le méme niveau. Parmi deux tests de méme
niveau, on préferera celui pour lequel le RT2 est systématiquement le plus faible. Autrement dit,
si @
o si P, (¢} =0) < Pg, (p, = 0). Cette inégalité s'écrit aussi Py, (¢} = 1) > Py, (¢n = 1) et on

*

et ¢ sont deux tests pour lesquels Py, (¢ = 1) < a et Py, (vn, = 1) < a, on préfere ¢* a

voit que lorsque ¢* et ¢ sont deux tests de méme niveau, on préfere p* a ¢ si la probabilité de
prendre une bonne décision lorsque Hj est vraie est plus élevée avec le test ¢* qu’avec le test .
Pour tout test ¢, on appelle puissance la probabilité de décider H; calculée en supposant que H;
est vraie. Par conséquent, parmi deux tests de niveau «, on préfére celui ayant la plus puissance la
plus grande, ou encore, le test le plus puissant.
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Dans I'approche de Neyman-Pearson, on est donc conduit a imposer sur ’ensemble des tests
considérés la contrainte de niveau (10.1), et dans I'ensemble des tests satisfaisant cette contrainte,
on cherche celui/ceux qui a/ont le RT2 le plus petit possible. S’il existe un test de niveau « ayant
un RT2 qui n’est jamais strictement plus élevé que celui de n’importe quel autre test de niveau «,
on dit qu’il est uniformément plus puissant (UPP) au niveau «. La recherche de test UPP pour un
probléme de test posé est la recherche d’un instrument de résolution du probléme dont les propriétés
sont optimales. L’optimalité est dans ce cas définie par le niveau minimal du RT2, compte-tenu de
la borne supérieure (la valeur «) imposée au RT1.

Pour les problemes de tests qui sont fréquement posés, il n’existe pas de test UPP. Le probleme
du choix du meilleur (en termes de risques) test est & nouveau posé. Pour pouvoir y répondre, on
restreint la famille des tests au sein de laquelle on cherche le meilleur. Les restrictions se font en
imposant aux tests qui seront éligibles de satisfaire un certain nombre de bonnes propriétés. Parmi
celles-ci, la condition d’absence de biais est souvent imposée. Cette notion est définie de la maniere

suivante.

Définition 10.1 Soit p un test pour tester Hy contre Hy. On dit que @ est sans biais si
Pr,(on =1) > Pry(pn = 1) (10.3)

L’inégalité définissant ’absence de biais revient a dire qu’il est plus probable de décider Hy lors-
qu’elle est vraie que lorsqu’elle est fausse. Notons également que cette méme égalité s’écrit aussi

Py (¢n = 0) > Pp, (o0 = 0) (10.4)

(en utilisant le fait que Pg, (¢, = 0) = 1 — Pg, (¢n = 1), k = 0,1). L’absence de biais signifie
donc également qu’il est plus probable de décider Hy lorsqu’elle est vraie que lorsqu’elle est fausse.
Autrement dit, quelle que soit la décision a laquelle on s’intéresse (décider Hy ou décider Hy), la
probabilité de prendre cette décision est toujours plus grande lorsque cette décision correspond a
la bonne décision. Ceci montre que ’absence de biais pour un test est une propriété souhaitable
puisqu’elle revient a imposer qu’il est plus probable de prendre une bonne décision qu’une mauvaise.

On peut alors, dans les cas ou il n’existe pas de test UPP, chercher le test le plus puissant
parmi tous les tests sans biais. Dans cette approche, la contrainte de niveau du test continue d’étre
imposée. Plus précisément, on ne consideére dans un tel cas que les tests sans biais de niveau niveau
a, c’est a dire les tests pour lesquels les inégalités (10.1) et (10.3) sont satisfaites. Dans ’ensemble
de ces tests, on cherche celui dont le risque de type 2 est le plus faible (ou, de maniére équivalente,
la puissance est la plus élevée). Un moyen d’obtenir que les deux inégalités soient satisfaites consiste
a imposer la contrainte

Pu,(pn=1) > a>Ppy(pn =1) (10.5)

10.3.3 Estimation par région de confiance

Plutot que d’approximer 6 par une seule valeur (I’estimation ponctuelle de #) comme on I'a fait
a la section 10.3.1, on peut vouloir construire, en utilisant les données de 1’échantillon, une partie
(ou une région) de © ayant une grande probabilité de contenir la valeur inconnue du parametre 6.
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Dans le cas ou € est unidimensionnel (6 C R), on recherche souvent cette partie sous la forme d’un
intervalle. L’objectif dans ce cas est de trouver une fourchette de valeurs ayant de grandes chances
d’encadrer la valeur inconnue du parametre 6.

On cherche donc ici un outil qui permet d’approximer la valeur inconnue d’un parametre par
un ensemble de valeurs plausibles, par opposition aux estimateurs, qui réalisent une approximation
de ce méme parametre a I’aide d’une valeur isolée. Cette distinction est parfois soulignée en parlant
d’estimateur ponctuel pour les estimateurs, et d’estimateur ensembliste pour les régions de confiance
qui vont étre présentées dans cette section.

La démarche consiste & se donner une probabilité élevée, qu'on note 1 — a (« € ]0; 1] est donc
petit), et, en utilisant un échantillon X,..., X, on cherche & obtenir une région de O, notée
6n = €(X1,...,X,) telle que la probabilité que %, contienne la valeur inconnue du parameétre 6

est d’au moins 1 — «, quelle que soit cette valeur inconnue :
Pp(0e%,)>1—a, VIO (10.6)

On note dans I'inégalité ci-dessus que la probabilité est indexée par 6. La raison est que la réalisation
ou non de 'événement 6 € %,, dépendra des réalisations des variables X1, ..., X,,. Par conséquent,
la probabilité d’un tel événement (membre de gauche de I'inégalité (10.6)) sera calculée a partir de
la loi de X7, ..., X,. Or cette derniere dépend précisément de 6. Par conséquent, la valeur de cette
probabilité dépend également de la valeur de 6, ce qu’on indique donc en notant Py.

L’inégalité (10.6) s’interpréte de la maniére suivante. On ne connait pas la vraie valeur du
parametre 6, mais on peut examiner ce qui se passe pour n’'importe quelle valeur possible de ce
parametre. Envisageons le cas ou celle-ci est 6, un élément quelconque de ©. Dans ce cas particulier,
on requiert de la région %,, qu’elle contienne cette valeur 6y (qui est la bonne valeur du parametre)
avec une probabilité au moins égale & 1 — . Comme indiqué dans le paragraphe précédent, cette
probabilité dépend de la valeur du parametre. On a supposé ici que cette valeur est 6y, et par
conséquent la probabilité que la région %, contienne 8y doit se calculer avec 6y comme valeur du
parameétre. Cette probabilité est donc Py, (6 € 4,,). On impose alors & la région %, de satisfaire
Py, (6o € €,) > 1 — a. Ceci s’obtient avec la supposition initiale que la valeur du parametre est 6.
Mais comme cette derniere est en réalité inconnue, on requiert que ce raisonnement et la condition
imposée a %, soient valables quelle que soit la valeur possible du parameétre, c’est a dire pour
n’importe quelle valeur 6y a priori possible pour ce parametre. C’est exactement ce qu’exprime
I'inégalité (10.6).

Définition 10.1 On appelle région de confiance de niveau 1 — a pour 0 toute partie (aléatoire) &,
de © pour laquelle l'inégalité (10.6) est satisfaite. On appelle 1 — « le niveau de confiance de 6,.

Notons que I'inégalité (10.6) s’écrit également

. —
glg(ng(HE%n) >1—-«

On appelle le membre de gauche de cette inégalité probabilité de couverture de la région %,.

Construire une région de confiance consiste a délimiter dans ’ensemble © des valeurs possibles
du parameétre une région dans laquelle se trouve la vraie valeur avec une grande probabilité (1 —
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Q). Etant donnée cette démarche, on peut considérer que la délimitation opérée par une région
de confiance est assimilable au montant d’information que cette région apporte sur la valeur du
parametre qu’elle cherche a recouvrir. Le nombre 1 — « peut alors s’interpréter comme le niveau de
confiance qu’on souhaite attribuer a cette information. Les points de © qui ne sont pas dans une
région de confiance donnée ne sont pas considérés comme des valeurs plausibles du parametre. Le
volume de points ainsi écartés est d’autant plus grand que celui de cette région est petit, et donc
Iinformation sur I’endroit de © dans lequel il est plausible de trouver la valeur du parametre est
d’autant plus « grande » que le volume de la région est petit.

Bien qu’on ne formalise pas cette idée, on peut facilement en voir la raison a travers I’exemple
suivant. Supposons que le parameétre d’intérét 6 soit la probabilité d’un événement donné (par
exemple la probabilité qu'un ménage choisi au hasard dispose d’une connexion a internet & son
domicile). Dans ce cas, on a par construction © = [0;1]. Si on choisit €,, = [0; 1], on a évidemment
Py(0 € €,) = 1, VO € O et il est donc clair que pour tout niveau de confiance possible 1 — «, la
région [0; 1] satisfait la condition (10.6). L’intervalle [0;1] est donc une région de confiance pour
f au niveau 1 — a. Cependant on voit bien que tout en possédant un niveau de confiance aussi
haut (i.e., aussi proche de 1) qu’on le souhaite, cette région coincide avec I’ensemble des valeurs a
priori possibles pour la probabilité 6 et n’apporte donc aucune information sur la vraie valeur du
parametre, autre que celle dont on disposait déja, a savoir que le parametre 6 étant une probabilité,

sa vraie valeur est nécessairement dans l'intervalle [0;1].

Un autre exemple permettant d’illustrer la méme idée est le suivant. Supposons que pour un
parametre 6 et un niveau de confiance donné 1 — « nous soyons parvenus a construire une région de
confiance %,. Il est clair que toute partie de © contenant %, est également une région de confiance
de niveau 1 — « pour 6. En effet, pour toute partie €, de O telle que ¢, C €, ’événement 6 € €,
implique événement 6 € €, et donc Py(0 € €) > Py(0 € €,). Comme la plus petite des deux
probabilités est supérieure ou égale a 1 — « pour tout 6 € O, elles le sont toutes les deux. Par
conséquent, %, satisfait la condition (10.6). Cependant, si le niveau de confiance requis est de
1 —«, parmi les deux régions %, et €, ayant ce niveau, on préferera é,, a ¢, puisqu’avec un méme
niveau de confiance, et tout en étant contenue dans %, la région %,, délimite dans © un ensemble
de valeurs possibles pour # moins volumineux que €. La région %,, est donc plus informative que
€/ a propos de la vraie valeur du parameétre 6.

Méme si dans les exemples ci-dessus le volume d’une région est une caractéristique a prendre
en compte pour évaluer le montant d’information qu’une région de confiance apporte sur la valeur
du parametre qu’elle cherche & recouvrir, il ne constitue pas un critére utilisable de maniere suf-
fisamment générale pour choisir parmi plusieurs régions de confiance. En effet, dans ces exemples
les régions comparées sont emboitées et dans ce cas la comparaison des volumes est facile. Dans le
cas général, c’est un critere d’ezactitude qui est retenu pour comparer des régions de confiance (et
choisir celles qu'il est optimal d’utiliser).

Définition 10.2 Soient 6,, et €, deux régions de confiance de méme niveau pour 6. On dit que
€, est plus exacte que 6, si

Pgl (90 S cg;) < Pgl (90 S an), Yoy € ©,V0, € ©,64 # 61

Le terme Py, (0g € ) est la probabilité que %' contienne la valeur 6y du parameétre, calculée en
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supposant que celle-ci est #1. Dans un tel calcul, si on suppose que 67 est la valeur du parametre,
alors lorsque I'évenement 0y € € se réalise, €, contient une valeur du parametre qui n’est pas la
bonne. Donc Py, (6p € %) est la probabilité que la région %,° contienne une mauvaise valeur du
parametre. On a la méme interprétation pour la région %,. Par conséquent, la définition ci-dessus
dit que parmi deux régions de confiance de méme niveau, la plus exacte est celle ayant la plus petite
probabilité de contenir toute valeur erronée du parameétre. On préferera et choisira donc la plus

exacte de ces deux régions.

Puisque le critere d’exactitude permet de comparer des régions de confiance, il est naturel de
chercher a déterminer la meilleure parmi toutes les régions d’un niveau donné. L’approche est donc
semblable a celle des tests, puisqu’ici, sous la contrainte que les régions considérées aient toutes
le niveau choisi 1 — «, on sélectionnera parmi celles-ci la plus exacte (comparer cette approche
avec celle de Neyman-Pearson retenue pour les tests, décrite page 250). Plus précisément, pour
une région de confiance %, lorsque 6y # 61, on peut assimiler Py, (6p € €,,) a la probabilité d’une
mauvaise décision : comme on I’a dit dans le paragraphe précédent, c’est la probabilité que la région
%, contienne une mauvaise valeur du parametre. Cette probabilité est donc assimilable aux risques
d’un test. La démarche de choix d’une région de confiance consistant a maximiser son exactitude
est donc identique a la démarche de choix d’un test par minimisation de ses risques. Dans les deux
cas (test ou région de confiance) une contrainte sur la probabilité d’une bonne décision est imposée.

L’analogie entre tests et régions de confiance est formalisée par des résultats qui établissent une
correspondance entre ces deux outils d’inférence. Ils permettent notamment de calquer I’analyse des
propriétés des régions de confiance sur celles des tests. Le premier de ces résultats est le théoréeme
10.2 ci-dessous ; il montre que construire une région de confiance de niveau 1 —a pour un parametre
est équivalent a construire une famille de tests de niveau « pour tester des hypotheses sur la valeur
de ce parametre. Le second résultat est le corollaire 10.1, qui montre que chercher la région la plus
exacte revient a chercher le test le plus puissant.

Théoréme 10.2

1. A tout 6y € © on associe o, , un test de niveau o pour tester Hy : 0 = 0y contre une hypothése
alternative quelconque. Comme auparavant on definit g, n, par vo,(X1,...,Xy). La partie €,
de © définie par

Cn =100 € O | pgyn =0} (10.7)

est une région de confiance de niveau 1 — « pour 6.

2. Soit 6, une région de confiance de niveau 1 — a pour 6. Soit 8y un élément de ©. La fonction
o, définie par

1si6y €,
@90(X1?"'7Xn) — . " (108)
0 sinon

est un test de niveau o pour tester Hy : 0 = 0y contre n’importe quelle alternative. >

12. La raison pour laquelle on ne désigne pas les hypothéses alternatives dans ce théoréme (et qu’on peut donc
les choisir comme on veut) est que les résultats qu’il contient ne concernent que le niveau d’un test, c’est a dire la
probabilité d’un événement, calculée en supposant vraie I’hypothese nulle. Il n’est donc pas nécessaire de considérer
les hypotheéses alternatives.
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Preuve : 1. Soit 6y un élément quelconque de ©. Notons que par construction de %, on a 0y €
Cn == ,n = 0 et donc

Py, (00 € €1) = Pay(0g5,n = 0) =1 — Pgy (0,0 = 1)

Comme le test est de niveau a pour tester Hy, cette probabilité est supérieure ou
égale a 1 — av (voir I'inégalité (10.1)).

2. Soit une région de confiance %, de niveau 1 — o pour le parametre . Soit ¢y, le test
défini par (10.8). On a

Poo (00, (X1, -, Xn) = 1) = Py, (60 & €1) <

ou 'inégalité est obtenue en notant que la région de confiance %, est de niveau 1 — «
(voir l'inégalité (10.6)).

Ce théoreme montre qu’a toute région de confiance de niveau 1 — « on peut associer une famille
de tests de niveau « et réciproquement. Plus précisément, si 4, est une région de confiance, le
théoréme montre qu’on peut lui associer une famille {¢g, | 6y € ©} de tests de niveau a pour les
hypotheses nulles de la forme Hy : § = 6y au moyen de la relation (10.8). En particulier, si on dispose
d’une région de confiance %, de niveau 1 — o pour le parameétre 6, alors on a automatiquement un
test de niveau « pour tester Hy : 8 = 6y qui consiste a décider que Hy est fausse si la région %, ne
contient pas 6y. Réciproquement, si pour tout 6y € © on dispose d'un test ¢y, de niveau a pour
tester Hy : 0 = 0, alors on a automatiquement une région de confiance de niveau 1 — a pour 6 en
formant ’ensemble de toutes les valeurs 8y pour lesquelles on décide d’accepter 'hypothése nulle
Hy : 0 = 0y avec le test gy, .

La correspondance entre tests et régions de confiance établie par le théoréme 10.2 peut s’utiliser
pour montrer que 'approche par laquelle on compare des régions de confiance sur la base de leur
exactitude est identiques a celle utilisée pour comparer les tests. En effet, en utilisant la définition
10.2 et le théoreme 10.2, on peut montrer le corollaire suivant, qui établit que pour comparer

I'exactitude de deux régions de confiance, il suffit de comparer la puissance des tests associés.

Corollaire 10.1 Soient 6,, et €, deux régions de confiance de niveau 1—a pour un parameétre 0, et
soient {wq, | 6o € O} et {py, | O € OF les familles de tests qui leur sont respectivement associées.
C, est plus exacte que €, si et seulement si pour tout 0y € O, la puissance de g, n’excéde jamais
celle de py, .

Preuve : Soit 6y € © et le probleme de test Hy : 8 = 6y, Hy : 0 # 6y. Si la puissance du test
g, n'excede jamais celle de ¢y , la probabilité que py ~décide Hy calculée en supposant
H; vraie doit étre supérieure ou égale a la probabilité correspondante pour ¢g,. Dire que
H est supposée vraie revient a dire que ces probabilités doivent étre calculées pour des
valeurs ¢ du parametre différentes de . Par conséquent, on doit avoir Py, (g, , =1) >
Py, (0o = 1), Vb1 # 6, ou encore

P91 (<P§0,n = 0) < P91 (‘PGo,n = 0)7 V6, 7é o
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Par construction des tests, on a g, , =0 <= 0y € €, et donc I'inégalité ci-dessus s’écrit
Pgl (90 € cg;) < Pgl (90 € an), V@l 75 90

Comme ceci est vrai pour tout 6y, on en déduit que €* est plus exacte que €.

Réciproquement, si €, est plus exacte que %,, alors pour tout 0y et ¢; dans © on a
I'inégalité suivante :

P91 (“on,n = 1) = P91 (60 g Cg;zk) > P91 (60 g an) = P91 (“on,n = 1)

ou les égalités proviennent de lassociation entre régions de confiance et tests (voir le
théoreme 10.2). Pour 6 fixé, cette inégalité est vraie pour tout 6y # 6. Par conséquent,

on peut écrire
P (oo = 1) = Pry (95, = 1)
ce qui établit que ¢y est plus puissant que g, .
Le corollaire 10.1 s’utilise surtout pour établir que si on dispose d'un test ¢j de niveau « pour

tester Hy : 0 = 0y contre Hy : 0 # 0y qui est UPP, alors la région de confiance de niveau 1 — « pour
le parametre 1 — « la plus exacte est celle associée au test ¢f.

On a mentionné dans la section précédente qu’il est en général impossible de construire des tests
UPP, et qu’on est alors amené a chercher le test le plus puissant dans un ensemble donné de tests,
formé en imposant des propriétés souhaitées aux tests qui le composent. Parmi ces propriétés, on a
introduit I’absence de biais. Soit ¢g, un test sans biais de niveau o pour tester Hy : § = 6 contre
H; : 0 # 0y ; la région de confiance 6, associée a g, satisfait la propriété suivante :

Pgo (90 € %n) > Pgl (90 S %n) V0y,0, € © (10.9)

Cette inégalité est I'inégalité (10.4) qui caractérise I'absence de biais de (y,, réécrite en faisant
appel a I’équivalence 6y € 6,, <= g, n = 0 (voir le théoreme 10.2) et en notant que si on suppose
que 0 = 6y, alors H; est supposée vraie. L’inégalité (10.9) peut s’interpréter comme une condition
d’absence de biais de la région %,. Dans cette inégalité, la valeur 6y du parametre est celle qui
est utilisée pour calculer les probabilités. Par conséquent, cette valeur est supposée étre la vraie
valeur du parametre. La valeur 61 # 6y est donc une valeur erronée. L’inégalité établit alors qu’il
est plus probable que la région %, contienne la vraie valeur du parameétre qu'une valeur erronée de
ce parametre. Ce type de propriété fait donc partie des propriétés souhaitables qu’on peut vouloir
imposer lorsqu’on cherche a construire une région de confiance.
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